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RESUMO 
Este trabalho apresenta um programa computacional para o dimensionamento 
automático, à flexão, de vigas isostáticas pré-fabricadas, em concreto armado e com pretensão 
parcial ou completa. O processo de pretensão considerado é o de aderência inicial com cabos 
retos. São consideradas seções transversais quaisquer, com um eixo de simetria coincidente com 
o plano de ação das cargas. 
O escalonamento das armaduras de pretensão, ao longo do vão, é feito pela eliminação 
da aderência em trechos, cuja extensão é determinada pelo programa. 
O escalonamento das armaduras passivas (concreto armado) é feito de acordo com os 
critérios usuais. 
Ao longo do trabalho, a análise das vigas projetadas é feita de acordo com as 
recomendações das normas brasileiras pertinentes, exceto nos casos em que estas não definem 
critérios. Nestas situações foram adotados critérios definidos em normas estrangeiras. 
Ao longo da dissertação adota-se a sistemática de apresentar, de forma simultânea, o 
processo de implementação do programa e o seu embasamento teórico. 
viii 
ABSTRACT 
11ús work presents the implementation of a computer program for the automatic design 
for bending of statically determinate, precast, beams produced with partia! or full prestressing, 
as well as those with normal reinforcement. Cross sections of any shape are considered 
provided that they have simmetry about the loading plane. 
Distribuition of the prestressing force through the span of the beam is made by the use 
of the debonded strands teclmic and its shape is determined by the program. Normal 
reinforcement is distribuited as usual and also defined by the program. 
The analysis of a beam is made according to the recornmendations of the Brazilian 
Standards, except in the topics in wich they do not clearly define the design procedures. In 
these cases Foreign Standards recornmendations are used. 
Throughout the text the theoretical background and the form of implementation fo the 
program' s procedures are simultaneously presented. 
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t.cr c( t, t;) : 
Tensões e Deformações 
tensão caracteristica de ruptura à compressão, conforme a NBR-6118 
tensão caracteristica de ruptura à tração, conforme a NBR-6118 
tensão caracteristica de ruptura à compressão do concreto a j dias de idade 
tensão caracteristica de ruptura à tração do concreto a j dias de idade 
tensão média de ruptura à tração, na flexão, do concreto 
tensão média de ruptura à tração, na flexão, do concreto a j dias de idade 
resistência de cálculo à compressão do concreto, calculada de acordo com a 
NBR-6118 
tensão nonnal atuante no concreto 
tensão nonnal atuante, no concreto, em uma fibra a uma distância y do CG da 
seção transversal 
tensão tangencial atuante, no concreto, a uma distância y do CG da seção 
transversal 
tensão tangencial de referência , de cálculo, no estado limite último 
tensão tangenciallimite para a seção transversal, no estado limite último 
tensão principal de tração atuante em uma fibra a uma distância y do CG da 
seção transversal 
tensão principal de compressão atuante em uma fibra a uma distância y do CG 
da seção transversal 
tensão normal atuante, no concreto, na fibra de mesma altura da armadura 
tensão de tração na borda comprimida, tracionada pelo efeito da pretensão, no 
instante da transferência 
tensão de compressão na borda tracionada, comprimida pelo efeito da 
pretensão, no instante da transferência 
tensão de tração na borda tracionada da seção transversal para a ação 
simultânea das cargas, pretensão e perdas progressivas 
tensão de compressão na borda comprimida da seção transversal para a ação 
simultânea das cargas, protensão e perdas progressivas 
tensão normal devida à ação exclusiva da força de pretensão, no instante da 
transferência 
tensão normal devida à ação exclusiva da força de protensão final 
tensão normal devida à ação do peso próprio 
tensão normal atuante, no concreto, em um instante t 
variação da tensão normal, no concreto, no intervalo de tempo (t,t;) 
X 
ecu: deformação última convencional do concreto à compressão 
ec: deformação do concreto sob carga 
f:cc: deformação por fluência do concreto 
em: deformação por fluência rápida irreversível 
ecrl: . deformação por fluência lenta irreversível 
Sccd: deformação por fluência lenta reversível 
sc(t,to): deformação total do concreto, no intervalo de tempo (t,to) 
Bcc(t,to): deformação por fluência do concreto, no intervalo de tempo (t,to) 
Bcs(t,t;): deformação por retração do concreto, no intervalo de tempo (t,t;) 
Bcsao: deformação total, por retração, do concreto 
Aços: Tensões e Deformações 
fyk: tensão característica do aço das armaduras passivas 
fpyk: tensão caracteristica do aço das armaduras ativas 
fyd: tensão de cálculo das armaduras passivas comprimidas 
ftkj: tensão característica de ruptura à tração do concreto a j dias de idade 
a,( e): tensão no aço das armaduras passivas, função de sua deformação 
crp(e): tensão no aço das armaduras ativas, função de sua deformação 
crpc: tensão de cabeceira no aço de protensão 
crp: tensão efetiva no aço de protensão 
~crpr(t,t;) : variação da tensão no aço de protensão, a comprimento constante, no intervalo 
de tempo (t, t;) 
llo;• (t, t;): variação da tensão no aço de protensão, por fluência e retração do concreto e 
por relaxação 
crpao: tensão no aço de protensão descontadas as perdas progressivas 
eyd: deformação caracteristica de escoamento do aço das armaduras passivas 
Õpyd: deformação característica de escoamento do aço das armaduras ativas 
ep0 : prealongamento de leito do aço de protensão 
epx: deformação do aço de protensão no estado limite último, a partir do estado de 
neutralização da seção transversal 
esx: deformação do aço da armadura passiva de tração, no estado limite último 







módulo de deformação longitudinal do concreto 
módulo de deformação longitudinal secante, correspondente a 0,9Ec 
módulo de deformação longitudinal do aço das armaduras passivas 
módulo de deformação longitudinal tangente das armaduras passivas 
módulo de deformação da armadura ativa 
módulo de deformação longitudinal tangente da armadura ativa 
Características Geométricas 
Ac: área da seção transversal de concreto 
A5 : área da armadura passiva de tração 
A' 5 : área da armadura passiva de compressão 
Ap: área da armadura ativa 
Ic: momento de inércia da seção bruta de concreto 
lo: momento de inércia da seção homogeneizada 
Ws: módulo resistente da seção transversal bruta para a fibra da borda superior 
Wi: módulo resistente da seção transversal bruta para a fibra da borda inferior 
Yc: excentricidade da resultante de compressão no con~reto em relação ao eixo de 
referência 
Y'as: excentricidade da re:;ultante de compressão na armadura passiva comprimida 
em relação ao eixo de referência 
Y as: excentricidade da resultante de tração na armadura passiva tracionada em 
relação ao eixo de referência 
ep: excentricidade da armadura de protensão em relação ao eixo de referência 
X: profundidade da linha neutra da seção transversal medida a partir da borda 
comprimida 
Xlim: profundidade da linha neutra para a deformada da seção transversal no limite 
do domínio e de deformações 
L: vão teórico da viga 
La: comprimento de ancoragem da armadura de protensão no estado limite último 
Li: comprimento de implantação da força de protensão 
hfic: espessura fictícia 
Xll 
R,. st· 
Esforços Resistentes Atuantes 
resultante de compressão no concreto no estado limite último 
resultante de tração na annadura passiva de tração no estado limite último 
resultante de compressão na armadura comprimida no estado limite último 
resultante de tração na annadura de protensão no estado limite último 
força efetiva de protensão 
Mp: momento efetivo de protensão 
Mam: momento fletor limite, correspondente a deformada de equilíbrio da seção 
transversal no limite do domínio 3 de deformações 
Mm.x: momento fletor máximo de serviço atuante 
M,erv: parcela do momento fletor máximo absorvida com protensão completa 








tJI(t, t;) : 
xCt,tt): 
Coeficientes 
grau de protensão 
variável adimensional utilizada na definição da deformada da seção transversal 
no estado limite último 
coeficiente que define o tipo de cimento utilizado 
relação entre os módulos de deformação longitudinal do aço das armaduras 
passivas e do concreto 
relação entre os módulos de deformação longitudinal do aço da armadura ativa 
e do concreto 
coeficiente de deformação lenta correspondente ao intetvalo de tempo (t, t;) 
coeficiente de relaxação do aço de protensão, sob comprimento constante, 
correspondente ao intetvalo de tempo (t,t;) 
coeficiente de fluência do aço de protensão correspondente ao intervalo de 
tempo (t,t;) 
coeficiente de majoração dos esforços no estado limite último 
coeficientes de minoração das resistências do concreto, aço das annaduras 




O desenvolvimento da indústria da pré-fabricação de estruturas tem sido bastante 
intenso, no Brasil, nas últimas décadas. Este desenvolvimento trouxe, também, mn incremento 
apreciável na utilização da protensão com aderência inicial, que é um processo de aplicação 
industrial, por excelência. 
O sucesso da pré-fabricação deve-se essencialmente, a três fatores fundamentais: custo 
mais baixo, redução das perdas de materiais e prazos de execução muito curtos. 
A rapidez de execução das obras fo~ ao longo do tempo, levada aos prazos de execução 
dos projetos estruturais que, devido ao dinamismo do processo, também se tomaram muito 
curtos. Na maior parte dos locais os problemas de prazo para projeto foram resolvidos pela 
adoção de sistemas de pré-fabricação com modulação fixa, tanto em termos de vãos quanto de 
seções transversais, sendo os elementos projetados wna única vez, ficando o projeto reswnido 
ao acoplamento dos elementos de fonna adequada às necessidades da obra. Em outros locais, 
como é o caso do Rio Grande do Sul, talvez por wna questão cultural, os sistemas não são bem 
aceitos, sendo exigido que cada projeto atenda às características da obra de modo peculiar, o 
que torna a padronização muito dificil. 
Deste modo as dificuldades de projetos a executar em prazos curtos crescem por ser 
necessário projetar vários elementos diferentes a cada obra. 
O surgimento de programas computacionais para Engenharia, especiahnente aqueles 
baseados em sistemas CAD, trouxe grandes facilidades para a execução de projetos estruturais, 
pelas facilidades introduzidas no cálculo de esforços, dimensionamento e desenho de estruturas. 
A quase totalidade destes programas é voltada ao projeto de estruturas convencionais 
em concreto annado, qn especial, às estruturas de edificios, de modo que praticamente 
inexistem programas comerciais voltados para o projeto de estruturas protendidas. 
Em 1994 na Terceira Jornada Ibero-Latino-Americana de Concreto Protendido, foi 
apresentado pelo Prof. Manfred Schmid um programa destinado ao dimensionamento de vigas 
e lajes protendidas por aderência posterior, para comercialização. 
Os ~ogramas de análise estrutural mais sofisticados, como por exemplo, GAEW e 
SAP90, permitem a consideração da ação da protensão por meio do artificio da determinação 
das cargas equivalentes. No caso do programa SAP90 já existem programas complementares, 
que utilizam a mesma base de dados, direcionados ao dimensionamento e desenho de projetos 
estrutwais. 
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1.2 Objetivos e Metodologia 
O objetivo do presente trabalho é o desenvolvimento de wn programa, utilizável em 
microcomputadores, para o dimensionamento à flexão de vigas isostáticas, em concreto 
armado, com annaduras passivas e/ou ativas, voltado especificamente, ao projeto de elementos 
pré-fabricados com as caracteristicas a seguir descritas: 
a) Caracteristicas das vigas 
São consideradas as vigas isostáticas, sem balanços, com seção transversal qualquer com 
eixo de simetria vertical, coincidente com o plano de ação das cargas. 
b) Caracteristicas das cargas 
Em elementos pré-fabricados as cargas são, na grande maioria dos casos, cargas 
distnõuídas uniformes, sendo pouco frequentes as cargas concentradas. 
Devido à existência da protensão e às caracteristicas da execução de elementos pré-
fabricados, é estabelecida uma história da carga, definida por etapas de carregamento e 
pelas caracteristicas das cargas (permanentes ou variáveis). 
c) Caracteristicas da pro tensão 
É considerada tm.icamente a protensão por aderência inicial com cabo reto. A necessária 
variação da intensidade da força de protensão, ao longo do vão, é feita por eliminação 
da aderência em parte da armadura protendida. 
d) Caracteristicas dos materiais 
As caracteristicas dos materiais são dados a serem fornecidos ao programa, numa seção 
de dados específica. A partir deles o programa calcula todos os valores necessários ao 
dimensionamento da viga. 
No desenvolvimento do trabalho são seguidas as prescrições das nonnas NBR 6118 -
Projeto e Execução de Obras em Concreto Armado e NBR 7197 -Projetos de estruturas de 
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Concreto Protendido. Nos casos em que estas normas são omissas, buscou-se orientação em 
normas estrangeiras, como a DIN 4227, alemã, e o Código Americano ACI 318/89. 
No capítulo 2 descreve-se a lei constitutiva do concreto, tal como adotado pelas nonnas 
brasileiras já mencionadas, dando-se também, atenção ao seu comportamento reológico, com o 
objetivo de detenninar as variações no estado de tensões das seções transversais ao longo do 
tempo. No que se refere aos aços, são adotadas as leis constitutivas simplificadas propostas 
pelas normas, uma vez que é muito rara a obtenção de resultados experimentais na fase de 
projeto. Para os aços de protensão são descritas as características de relaxação. 
Os capítulos 3, 4 e 5 são dedicados à apresentação das bases teóricas sobre as quais é 
feito o desenvolvimento do programa computacional. F oi adotado o critério de, juntamente com 
o tratamento teórico, descrever a forma de implementação no programa. 
No capítulo 6 são apresentados exemplos de aplicação cuja verificação é feita 
manualmente, por falta de um programa de mesmo tipo, para comparação. 
No capítulo 7 apresentam-se as conclusões do trabalho e as sugestões para estudos 
futuros no sentido de melhorar o programa, bem como de esclarecer algw1.s tópicos em que as 
normas brasileiras não são muito claras ou são omissas. 
Em anexo é apresentado wn fluxograma geral do programa. 
1.3 Revisão Bibliográfica 
A extensão e a qualidade da bibliografia existente sugere a <!!colha de um texto base 
para o desenvolvimento de wn trabalho do tipo aqui apresentado. 
Tendo em vista o objetivo do trabalho o texto base foi buscado nas Normas Brasileiras 
pertinentes ao assunto, uma vez que estas fixam as condições exigíveis para os projetos de 
estruturas de concreto armado e protendido. 
As leis constitutivas dos materiais foram adotadas tal como prescritas nas normas (RefB. 
1 a 5), bem como os linútes estabelecidos para as tensões e deformações nos estados limites de 
utilização e último e a formulação para o cálculo dos coeficientes relativos ao comportamento 
reológico do concreto e do aço. 
Definidos os parâmetros básicos e seus limites, a partir das normas vigentes, a 
formulação teórica foi obtida da bibliografia existente, devendo-se destacar os seguintes tópicos. 
a) A detenninação das propriedades geométricas das seções transversais e a integração 
das tensões, sobre elas, com base na aplicação do T eorem.a de Green, bem como a solução das 
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equações de equilíbrio das seções transversais no estado limite último, por Newton-Raphson 
são obtidas do trabalho de Dwnont e Mussa Jr. (11). 
b) No cálculo da força da protensão de cabeceira a das tensões efetivas do aço de 
protensão, adotou-se a formulação proposta pelo prof. Ervino Fritsch (10), baseada nas 
propriedades brutas da seção transversal, cuja adequaç5o ao projeto de elemento protendidos 
pode ser comprovada no trabalho de M Thomsing (8). 
No cálculo das perdas progressivas da força de protensão foi adotada a expressão 
definida pela NBR-7197, estabelecida pelo prof. J. C. de Figueiredo Ferraz. 
c) O escalonamento da força de protensão é feito com base nas tensões nas bordas 
superior e inferior das seções transversais, no estado linúte de utilização. Sendo as normas 
brasileiras omissas, no sentido de definir as condições de ancoragem das cordoalhas (de uso 
muito mais intensivo que os fios), adotou-se o critério da norma americana ACI-318/89. 
O critério de ancoragem recomendado pelo código americano distingue duas fases de 
verificação: ação das cargas de serviço e ação das cargas últimas e é baseado no trabalho 
realizado em 1959 por Hanson e Kaar (13), tendo sido adotado pelo ACI em 1963. Mais tarde, 
pesquisas levadas a cabo por Zia e Mustafa (14) e por B. G. Rabat, P. H . Kaar, H. G. Russel e 
R N. Bruce Jr. (15), corroboram o critério, que foi mantido na revisão do código ACI-318/89. 
d) No escalonamento das armaduras passivas o programa calcula o ponto teórico de 
tensão nula na barra a ser dispensada, sobre o diagrama deslocado e deixa ao usuário a adoção 
do critério de ancoragem, tendo em vista o trabalho de H . Gutfriend e J. L. Campagnollo (16). 
2PROPruEDADESDOSMATERUUS 
As estruturas em concreto armado e/ou protendido são compostas, basicamente, de 
concreto e de armaduras passivas e/ou ativas. 
Como caracteristicas mecânicas dos materiais serão consideradas aquelas prescritas 
pelas normas vigentes. Nas seções seguintes as leis constitutivas d~ materiais serão descritas e 
sua formulação ajustada para a utilização. 
2.1 Concreto 
A Norma Brasileira de Concreto .Annado prescreve, para o Estado Limite Último o 
diagrama parábola·retângulo apresentado no item seguinte e, para as verificações em serviço, 
admite a consideração do concreto como material de comportamento elástico·linear devido ao 
valor, em geral baixo, das tensões e defollilaÇÕes, nesta fase, que corresponde aos Estados 
Limites de Utilização. 
2.1.1 Diagrama Tensão..Defonnação da NBR.6118 
O diagrama tensão-deformação do concreto traduz o seu comportamento não linear, 
sendo composto de mn trecho parabólico e de um trecho perfeitamente plástico, como 
mostrado na figura 2.1. 
o esfcd 
3,5%o 
Figura 2.1: Diagrama o-s do concreto (NBR-6118) 
Para O ~ Ec ~ 2o/oo 
"· = "••[1- (1- e; n com s, em %o 
Para 2o/oo ~ I Ec: I ~ 3, So/oo 
fck 
com o ~d = 0,85-
"Yc 
2.1.2 Características Reológicas do Concreto 





A defonnação lenta ou fluência do concreto é definida como sendo a deformação 
progressiva, ao longo do tempo, do concreto sob tensão. 
De acordo com a NBR-7197, a fluência do concreto é composta de duas partes, uma 
rápida e outra lenta. A fluência rápida é irreversível e acontece durante as 24 horas 
subsequentes à aplicação da força que a originou. A fluência lenta é composta de duas partes: a 
defonnação lenta reversível e a defonnação lenta irrcversíve~ donde pode-se a;crevcr: 
Bcc = E:cca + Bccf + Bccd 
Ecc: deformação por fluência do concreto 
ecca: defonnação por fluência rápida irreversível 
Bcct: defonnação por fluência lenta irreversível 
&ccd: deformação por fluência lenta reversível 
(2.4) 
Sendo Se a defonnação instantânea do concreto, sob carga, e desde que as tensões não 
ultrapassem o limite de O, Sfcb o cálculo das deformações por fluência e seus efeitos são feitos 
com base nas seguintes hipóteses: 
a) A deformação por fluência Ecc é linearmente dependente das defonnações ou tensões 
que as originaram. 
b) Para carregamentos aplicados em instantes distintos, é válido o princípio da 
superposição dos efeitos. 
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c) A fluência rápida produz deformações constantes ao longo do tempo. O valor do 
coeficiente de fluência rápida depende da relação entre a resistência do concreto no instante da 
aplicação da carga e a resistência final. 
d) O coeficiente de deformação lenu reversível depende apenas da dur .tção do 
carregamento. O seu desenvolvimento e o '\.alor final não dependem da idade do concreto no 
momento da aplicação da carga. 
e) A deformação lenta irreversível depende de fatores ambientais, dimensões do 
elemento considerado, da idade e da consistência do concreto. 
f) Para wn mesmo concreto, as curvas de deformação lenta irreversível em função do 
tempo, correspondentes a diferentes idades do concreto, são obtidas por deslocamentos 
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Figura 2.2: Curvas de deformação lenta irreversível em função do tempo 
Com base nas hipóteses descritas, a deformação total do concreto em wn instante t, para 







- Coeficiente de Fluência Rápida Irreversível <p,. 
(2.13) 
onde: 
f. (t;) &.- - d 0 da 0 A 0 d 'dad d finida 
---=-......:...:.... : ~waçao e crescunento resiStencia o concreto com a 1 e, e na 
f. (t .. ) 
figura 2.3, podendo ser calculada por: 
= 
9t(t + 42) 
t: tempo em dias (2.14) (9t + 40)(t + 61) 
( (I l c 
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Figura 2.3: Variação da resistência do concreto com a idade 
- Coeficiente de Deformação Lenta Irreversível 
<f>fco = <p1c • <J>lc: Valor final do coeficiente de deformação lenta irreversível (2.15) 
<p1c: coeficiente dependente da wnidade relativa do ambiente e da consistência do 
concreto, definida pelo ensaio de abatimento. É fornecido na tabela abaixo, transcrita da 
NBR-7197. Para abatimentos de 5 a 9cm e Ur ~ 90%, pode ser calculado por: 
<J>1c = 4,45 - 0,035 Ur; Ur em% (2.16) 
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Valores de <ptc usuais 
Ambiente Ur 
Abatimentos 
(%) 0-4 5-9 10-15 
Agua - 0,6 0,8 1,0 
Muito Umido 90 1,0 1,3 1,6 
Ar Livre 70 1,5 2,0 2,5 
Muito Seco 40 2,3 3,0 3,8 
Figura 2.4 V ai ores usuais de <p1c 
<J>zc: coeficiente dependente das dimensões da peça, função da espessura fictícia, definida por: 
y: coeficiente dependente da unúdade relativa do ar e calculado por: 
y = 1 + e (·7,8-t0,1Ur) 
Ac: área da seção transversal da peça 
Uar: parte do perimetro da seção transversal da peça exposta ao ambiente. 
'P2 c = 
0,42 + h 6e 
0,20 + h 6e 




~t(t) e ~t.(ti): coeficientes dependentes da idade do concreto e relativos à deformação lenta 
irreversível. 
Seus valores são definidos na figura 2.5: 
Figura 2.5 Valores de l>t(t) 
t 2 + At +B 
~t(t) = t 2 + Ct + D 
A = 42h3 - 350h2 + 588h + 113 
B = 768h3 - 3060h2 + 3234h - 23 
c=- 200h3 + 13h2 + 1090h + 183 
D = 7579h3 - 3191h2 + 35343h + 1931 
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(220) 
h: espessura fictícia em metros (0,05 ~ h ~ 1,60) para valores fora do interValo, adotam-se 
os extremos 
t: tempo em dias 
- Coeficiente de deformação lenta reversível 
Q>dco = 0,4; valor final (2.21) 
~d: coeficiente relativo a deformação lenta reversíve~ função do intervalo de tempo 
decorrido após o carregamento. 
t -t. + 20 ~d= t-t : +70 
I 
t: idade do concreto no instante considerado, em dias 
t;: idade do concreto no instante do carregamento, em dias 
2.1.2.2 Retração do Concreto 
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(2.22) 
A retração do concreto é definida corno sendo a variação de volume do concreto em 
fase de endurecimento, independente da ação de cargas. O valor da deformação por retração 
depende dos seguintes fatores: 
- umidade relativa do ar; 
- consistência do concreto no lançamento; 
- espessura fictícia da peça. 
Entre os instantes ti e t, a defonnação por retração é dada por: 
(2.23) 
onde: 
6ceao = 6ts • ~s: valor final da retração (2.24) 
e1s : coeficiente dependente da umidade relativa do ar e da consistência do concreto, 
dado na tabela da figura 2.6. 
Valores de e1s x 104 
Ambiente 
Ur Abatimentos 
(%) 0-4 5-9 10-15 
Agua 
-
+1,0 +1,0 +1,0 
Muito Umido 90 -1,0 -1,3 -1,6 
Ar Livre 70 -2,5 -3,2 -4,0 
Muito Seco 40 -4,0 -5,2 -6,5 
Figura 2.6 Valores de e1, usuais 
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~~ : coeficiente dependente da espessura fictícia da peça 
- 0,33 + 2h6. 
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Figura 2. 7: Valores de p, 
[~r +A [~J +B [~] 
p.(t) ~ [l~ol' +C [l~J + D [1~] +E 
A=40 
B = 116h3 - 282h2 + 220h- 4,8 
c= 2,5h3 - 8,8h + 40,7 
D = -75h3 + 585h2 + 496h- 6,8 
E= 169h4 + 88h3 + 584h2 - 39h + 0,8 
t : tempo em dias (t 2 3) 
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Nesta seção serão definidas as leis constitutivas dos aços usualmente empregados na 
execução das annaduras passivas e ativas dos elementos de concreto, bem como suas 
caracteristicas de comportamento ao longo do tempo. 
2.2.1 Diagramas Tensão-Defonnação dos Aços das Annaduras Passivas 
2.2.1.1 Aços de Categoria A 
Será utilizado o diagrama de cálculo definido na NBR-6118, como segue 
us 
Figura 2.8: Diagrama cr-g para aços Categoria A 
fy~c: Tensão característica do aço 
f )V 
fyd = - , com r. = 1,15 
-r. 






Para 1&.1 > f:yd 
crs(&) =sinal (6). fyd 
E.{6) =O 
2.2.1.2 Aços de Categoria B 
Será utilizado o diagrama simplificado da NBR-6118, como segue: 
f yd 
0.7f yd 
































Figura 2.9: Diagrama cr-6 para aços CA de categoria B 










fyd = L , com 'Ys = 1,15 
'Y, 
E, = 21000 kN/cm2 
- 0,7fyd 
el - E 
• 
O'a(e) = E,.e, e Et(e) = Es 
e = la.l + _!_ [ !!..!._ - O 7]2 
' E 45 f ' 
' yd 
[
- B + JB2 - 4AC ] 




A = 45f 2 yd 
1 1,4 B =- - - -
E, 45fyd 
0,49 C= 45 - lei 
1 
Et( e) = ---;:==== JB2 - 4AC 
Para je,l > Byd 
a ,( e) = sinal (e) . fyd 












2.2.2 Diagramas Tensão-Defonnação das Annaduras Ativas 
Os aços de pretensão usuais, por serem endurecidos por trefilação, têm o mesmo 
comportamento dos aços de categoria B para concreto annado, sendo o diagrama tensão-
defonnação definido como segue: 
up 
t pyd 















Figura 2.10: Diagrama o-e dos aços de protensão 
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Existem, no mercado, dois tipos básicos de aços para protensão com caracteristicas 
típicas definidas como segue: 
- Aços de categoria RN (Relaxação Normal) 
Sendo fp11c: tensão correspondente ao alongamento de 10°/00 
fp)ic = 0,85 fplk 
fp)41 
fpyd = -; com Yp = 1,15 
Yp 
Ep = 21000kN/cm2 (fios isolados) 
Ep = 19500kN/cm2 (cordoalhas) 
(2.43) 
(2.44) 
- Aços de categoria RB (Relaxação Baixa) 
Sendo fptlc: tensão correspondente ao alongamento de 10%0 • 
fpyk = 0,90 fptlc 
Ep = 21000kN/cm2 (fios isolados) 
Ep = 19500kN/cm2 (cordoalhas) 
Em ambos os tipos valem as expressões: 
Op(6) = Ep.êp 
f:tp(s) = Ep 
Para fi,1 < fi> ~ 6pyd 
1 A=--45fpyc~2 
B=-1 _ 1,4 
EP 45fpyc~ 
0,49 C=- -ep 
45 
1 
f:tp(s) = r=== 
JB 2 -4AC 












2.2.3 Características de Relaxação dos Aços de Protensão 
A relaxação do aço é definida como sendo a perda de tensão, no aço, ao longo do 
tempo, sob comprimento constante. 
A intensidade da relaxação é definida pelo coeficiente 'I'(t,t;), da seguinte forma: 
(2.53) 
onde: 
~crpr{t,t;): variação da tensão no aço, no intervalo de tempo (t-t;), mantido o comprimento 
constante. 
crp(t;): tensão de tração no aço, no instante t; 
A norma NBR -7197 define os valores de relaxação para os aços de protensão em 
fimção da relação entre a tensão inicial aplicada e a resistência característica do aço, 
coiTespondentes à um periodo de 1000 horas, à temperatura constante de 20°C. Os valores de 
'I' 1000 são, normalmente, referidos a três valores básicos da tensão inicial, correspondentes a 
60o/o, 70% e 80% da resistência característica do aço. Estes valores dependem da categoria do 
aço de protensão e estão reproduzidos na tabela da figura 2.11. 





ACO RN ACO RB 
60 4.5 1. 5 
70 7.0 2.5 
80 12.0 3.5 
Figura 2.11: Valores de '1'1ooo 
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Para valores intermediários da tensão inicial, a nonna admite a interpolação linear entre 
os valores da tabela 2.11. Da mesma forma, é admitida a extrapolação dos valores dados na 
tabela, para tensões iniciais maiores que 0,8 fptk ou menores que 0,60 fptk· 
Para tensões iniciais inferiores a O, 50 fptk admite-se que não haja perdas por relaxação. 
Os valores de 'f' correspondentes a tempos diferentes de 1000 horas são determinados 
por meio da expressão: 
(
t _ t.lo.u 
'f'(t,li) = 'f'l()()() 100~ 'f' em% (2.54) 
Admitindo, como alguns autores (A.C. Vasconcelos), que o fenômeno de relaxação do 




'f' = 'f' 
CC) 
1000 1000 (2.55) 
(2.56) 
3 BASES TEÓRICAS PARA A VERIFICAÇÃO DAS SEÇÕES 
TRANSVERSAIS 
3.1 Estágios de Comportamento de Seções Transversais 
As seções transversais de concreto, quando sob a ação de cargas crescentes, passam por 
diversos estágios de comportamento, evidenciados pelo tipo de relação constitutiva dos 
materiais utilizados. 
Estes estágios de comportamento estão, convencionalmente, ligados aos chamados 
Estados Linútes de Utilização e Estados Limites Últimos, segundo os quais são feitas as 
verificações e o dimensionamento das seções transversais. 
3.1.1 Estádio I 
O Estádio I é caracterizado pelo comportamento elástico-linear dos materiais à 
compressão e à tração. As seções de concreto funcionando no Estádio I estarão submetidas a 
tensões de compressão e moderadas tensões de tração de modo a não produzir fissuração. 
Observadas estas condições, no Estádio I são calculadas as tensões atuantes na seção 
transversal, cujos valores deverão ser comparados com os valores definidos para o estado limite 
correspondente. Dada a integridade da seção transversal e o comportamento elástico-linear dos 
materiais, as tensões poderão ser calculadas pelas expressões clássicas da Resistência dos 
Materiais, como segue: 





Figura 3.1: Diagramas de tensões no Estádio I 
N M.y 
O"c(y) =-A =t= -~-
c c 
v.s 
't(y) = __ Y 
Ic . t 
N: esforço normal atuante 
M: momento fletor atuante 







crc(y): tensão normal atuante na fibra de ordenada y, em relação ao C.G. da seção, devido à 
ação de NeM. 
't(y): tensão tangencial atuante na fibra de ordenada y, em relação ao C.G. da seção, devido à 
ação de V. 
S(y): momento estático da área limitada pela borda da seção e a fibra de ordenada y, em 
relação ao C.G. da seção. 
Ac: área da seção transversal 
Ic: momento de inércia da seção transversal 
t: espessura da alma na fibra de ordenada y 
cri(y): tensão principal de tração na fibra de ordenada y 
crn(y): tensão principal de compressão na fibra de ordenada y 
<Xn: ângulo formado pela tensão principal crn e o eixo longitudinal do elemento na ordenada 
y. 
O Estádio I é, também, utilizado para o cálculo do momento fletor com o qual é 
provável a abertura da primeira fissura chamado de Momento de Fissuração <Mr). 
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3.1.2 Estádio li 
O Estádio li é caracterizado pela fissuração da zona tracionada do concreto e 
comportamento elástico linear dos materiais. 
No Estádio ll são verificadas as estruturas de concreto annado e pretendido (pretensão 
parcial) visando sua segurança ao uso, definida através de limites convencionais dos valores de 
aberturas caracteristicas de fissuras e de deslocamentos lineares estabelecidos nos Estados 
Limites de Utilização correspondentes. 
Admitindo, ainda, como válida a hipótese das seções planas (Bernoulli), as tensões e 
















Figura 3.2: Tensões e defonnações no Estádio ll 




s E , 
o 
como 6 5 = - ' , temos: E, c 
E, 
a,=E o .. = a.crc~, 
c 
E 
com a. =-' 
E. 






a ... R. = cr,A_ = C/.ÁJcsA. , mas Gcs = - ( d - X) 
X 
a R.t = a.~ _ c (d -X) 
X 
ix a ... ~c = aybydy; mas Gy = - y O X 
Sx: momento estático da zona comprimida em relação à LN. 
Levando os valores na equação de equilíbrio resulta: 
Sx - a.A.( d-x) = O 
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(3.8) 
Esta expressão fornece a posição da linha neutra e representa a soma dos momentos 
estáticos da zona comprimida e da armadura em relação a ela. Como esta soma deve ser nula a 
expressão demonstra que a linha neutra define a posição do centro de gravidade da seção 
homogeneizada em relação ao material concreto. 
Da condição de equilíbrio :DvJ]n = O resulta: 
a ix a ?v1k = _... by.y2dy + a.~ _c (d-x)2 
X o X 
Mk = ':; [ J;by.y1dy +a. A. (d-x)1 ] 
A expressão entre colchetes representa o momento de inércia da seção transversal 











a 6 = _, 
' E I 





O Estádio m é caracterizado pela :fissuração da zona tracionada da seção transversal de 
concreto, com comportamento não linear dos materiais. 
No Estádio m são verificadas as estruturas de concreto armado e protendido visando 
sua segurança à ruína, definida por meio de limites convencionais dos valores de encurtamento 
específico último do concreto (responsável por sua ruptura) e de alongamento específico último 
das armaduras tracionadas (responsável por sua deformação plástica excessiva), estabelecidos 






Figura 3.3: Tensões e deformações no Estádio ill 
As deformações nos materiais são obtidas por meio da configuração deformada de 
equilíbrio, que define, também, a posição da linha neutra na seção transversal. 
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No caso das armaduras protendidas, a deformação específica é compos!a de duas 
parcelas, detennin.áveis de forma distinta. 
A parcela Epo (prealongamento do leito) é a deformação da armadura quando for nula a 
tensão, no concreto, na fibra situada no mesmo nível da armadura (estado de neutralização). 
A parcela Epx é a deformação na armadura de protensão determinada pela configuração 
deformada da seção. 
Uma vez determinadas as deformações, para a configuração deformada de equilíbrio, as 
tensões são definidas por meio das leis constitutivas definidas no capítulo 2. 
3.2 Estados Limites de Utilização 
Os estados limites de utilização são estados de comportamento das estruturas que, uma 
vez atingidos a tomam inadequada ao uso. 
Em geral, a definição de quais os estados limites que as estruturas devem obedecer 
depende das exigências da edificação a ser construída. Nas estruturas préfabricadas é, em geral, 
obrigatória a verificação dos elemento com relação aos seguintes estados limites de utilização: 
- Estado Limite de Tensões 
- Estado Limite de Abertura de Fissuras 
- Estado Limite de Deformações 
3.2.1 Estado Limite de Tensões 
Aplicável aos elementos protendidos, total ou parcialmente. Neste estado limite são 
definidas as tensões limites de tração e compressão no concreto e no aço de protensão, para as 
diversas fases da vida do elemento. 
Tratando-se do concreto as tensões limites são definídas, basicamente, para o instante da 
aplicação da protensão (t = to) e para a fase final da vida do elemento (t = oo), como segue: 
Para t = to 
crct(to) ::; fctmj 




act(to): Tensão de tração na borda comprimida, tracionada pelo efeito da protensão, no instante 
da transferência. O valor limite de crct(to), pelo fato de não ser explicitamente citado na 
NBR-7197, é bastante flexível, podendo-se adotar valores maiores, desde que a cunha 
de tração resultante seja absorvida por annadura passiva. As tensões na annadura 
passiva devem, neste caso, ser limitadas a cr5 ::; 25,00kN/cm2• 
O"cc(to): Tensão de compressão na borda tracionada, comprimida pelo efeito da protensão, no 
instante da transferência. 
fctmj: Tensão caracteristica média de ruptura à tração na flexão do concreto, adotado no 
programa com valor fctmj = 1,20 ftkj. 
fckj: Tensão caracteristica de ruptura do concreto à compressão no instante da transferência 
da protensão ao elemento. 
-Para t = oo 
act(oo) ::; O ou fctm 
O"cc(cx:>) ~ -0,5 fck 
(3.13) 
(3.14) 
crct(oo): Tensão de tração na borda tracionada da seção transversal, calculada considerando-se a 
atuação de todas as cargas. Os valores act( oo) = O e act( oo) = fctm, estabelecem a 
distinção entre protensão completa e limitada, respectivamente. 
O"cc(oo) : Tensão de compressão na borda comprimida da seção transversal, calculada 
considerando-se a atuação de todas as cargas. 
fctm = 1,20 ftk 
fck: Tensão característica de ruptura do concreto à compressão. 
Para os aços de protensão a NBR-7197 estabelece os valores das tensões iniciais de 
cabeceira, para o caso de protensão com aderência inicial conforme abaixo: 
- Aços de Categoria RN 
O"pi :::; 0,81 fptk 
O"pi :::; 0,95 fpyk 
- Aços de Categoria RB 
CJpi :::; 0,81 fptk 





crpi : Tensão inicial aplicada ao aço de protensão. 
fptk: Tensão caracteristica de ruptura do aço. 
fpyk: Tensão característica de escoamento do aço. 
3.2.2 Estado Limite de Abertura de Fissuras 
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As aberturas caracteristicas máximas de fissuras são estabelecidas na NBR -6118 em 
função da agressividade do meio, por outro lado, a NBR-7197 fixa, para protensão parcial o 
valor limite de abertura de fissuras como sendo: 
Wk s0,2mm 
O cálculo da abertura característica das fissuras não está implantado na versão atual do 
programa, constituindo uma das sugestões para trabalhos futuros. 
3.2.3 Estado Limite de Defonnações 
A NBR-9062 (Norma para Projeto e Execução de Estruturas de Concreto Pré-
Moldado) estabelece os limites para os deslocamentos lineares nos elementos. O cálculo de 
deslocamentos, como a fissuração, não está implantado na versão atual do programa. 
3.3 Estados Limites Últimos 
São estados, definidos convencionalmente, que uma vez atingidos determinam a ruína 
da estrutura. Os estados limites últimos a serem verificados dependem do tipo de estrutura e sua 
utilização. Como o presente trabalho encara o projeto de elementos pré-fabricados isolados, são 
verificados os seguintes estados limites últimos: 
- Estado Limite Último devido às solicitações normais 
- Estado Limite Último devido às solicitações tangenciais 
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3.3.1 Estado Limite Último devido às Solicitações Normais 
É definido, convencionalmente, por meio das deformações últimas dos materiais. 
Admite-se, de acordo com a NBR -6118, que a seção atingiu o estado limite último 
quando o encurtamento do concreto, na fibra mais comprimida, atinge seu valor último Ecu = 
3,5°/00 e/ou o aço na barra mais tracionada atinge sua deformação plástica máxima E1 = 10 °foo· 
Nos elementos com armaduras ativas a deformação última &px = 10°/00 é medida a partir 
do estado de neutralização da seção transversal. 
3.3.2 Estado Limite Último devido às Solicitações Tangenciais 
É definido, convencionalmente, pela tensão tangencial última 'twu , que determina wna 
verificação indireta da tensão de compressão das bielas comprimidas de concreto, admitindo-se 
válida a analogia da treliça de Mõrsch. 
Esta verificação é feita pelo cálculo de uma tensão tangencial de referência 'twd , como 
segue: 
onde: 
V d = Yr· V k: esforço cortante de cálculo 
V~.:: esforço cortante atuante 
Yr: coeficiente de majoração dos esforços 
bw: espessura da alma do elemento 
d : altura útil na flexão 
De acordo com a NBR-7197 deve-se ter: 
'twd $ 'twu com 
'twu = 0,30 fcd $ 4,5 MPa (armadura transversal a 90°) 
'twu = 0,35 fcd $ 5,5 MPa (armadura transversal a 45°) 
(3.21) 
4 CÁLCULO DA AÇÃO DA PROTENSÃO 
4.1 Determinação das Características Geométricas da Seção Transversal 
O programa desenvolvido utilizará em seus procedimentos as caracteristicas geométricas 
da seção transversal bruta de concreto. Na detenninação destas caracteristicas e, ao longo do 
programa, será utilizado, extensivamente, o Teorema de Green, que transforma integrais 
envolvendo elementos de área em integrais de contorno, bastando portanto, o conhecimento das 
coordenadas dos vértices da seção transversal 
O teorema de Green estabelece: 
(4.1) 
Considere-se que o contorno da seção transversal é fonnado por uma poligonal cujas 
coordenadas dos vértices são conhecidas em relação a \Ull sistema de eixos posicionado 
conforme a figma 4.1. 
y 







Figura 4.1: Sistema de Coordenadas dos vértices da Seção Transversal 
Quando as coordenadas dos vértices da seção transversal são fornecidas no sentido anti-
horário, conforme indicado pela seqüência de numeração dos vértices na figura 4.1, as integrais 
resultam em valores positivos, tomando-se negativas quando o caminho ao longo do contorno é 
invertido. Esta propriedade permite, com facilidade, o cálculo das propriedades geométricas de 
seções transversais vazadas. 
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Sendo a poligonal de contorno composta por segmentos retos, temos: 
(4.2) 
A integração ao longo do contorno toma-se wn somatório dos polinômios Gkm 
efetuado sobre os n segmentos da poligonal. Os polinômios Gkm são determinados a partir de 
análise de wn dos segmentos do contorno, conforme a figw'a 4.2. 
y 
w 
(X i. Yi) 
X 
Figura 4.2: Definição de wn segmento do contorno da seção. 
Adotando wna variável auxiliar w, paralela a y, para descrever as caracteristicas de um 
ponto qualquer no segmento ij da poligonal, temos: 
.6x = xj- xi 
.0-y = yj - yi 
Um ponto qualquer do segmento terá coordenadas (x,y), definidas em fimção de (xi,yi) 
e w, por: 
& 
x= XI + -.w 
l:l.y 




Dando valores a k e m podemos obter as propriedades geométricas da seção 
transversal. A seguir o processo será demonstrado para cálculo da área da seção transversal. 
Para as demais propriedades serão apresentadas as expressões finais. 
A área de uma seção de concreto é dada por: 
n 
= L GOO , já que k = m = O 
i • l 
Pelo Teorema de Green 
·[ ]l!.y & [~]l!.y 
= XI W +--
o dy 2 o 
& .ll.y GOO = xiAy + -2~ 
GOO = (xi + 0,5ilx)~y 
resultando, para a área o valor 
n 
A = Í:(xi + 0,5&i)ll.y 
i • l 
e n é o número de segmentos do contorno. 
As demais propriedades são definidas como segue: 
- Momentos Estáticos: 
Sx = fydA n = Í:G01 · k = O m = 1 
' ' 
A i•l 








- Momentos de Inércia: 
Ix = fy 2dA n = LG02 . k=O m = 2 (4.9) 
' ' A i-1 
ly =f x 2dA n = LG20. k = 2 m = O (4.10) 
' ' A i=l 
- Produtos de Inércia 
lxy =f xy dA D = ""Gll · k =1 m = 1 ~ ' ' (4. 11) 
A 
Ao longo do programa são utilizados os polinômios Gkm CUJas expressões são 






As propriedades geométricas da seção são inicialmente calculadas em relação ao sistema 






Com a finalidade de manter a convenção de sinais adotada, o sistema de eixos com a 
origem no CG, da seção é admitido como na figura 4.3. As coordenadas dos vértices, em 







Figura 4.3: Sistema de coordenadas da seção transversal. 
O Momento de htércia em relação ao CG é obtido pela aplicação do Teorema de 
Steiner: 
Ico = Ic - As:/ co 
I Ws = co 
Y. 






4.2 Determinação da Força de Protensão de Cabeceira 
Em sistemas de protensão por aderência inicial, a força de protensão é, inicialmente, 
aplicada a ancoragens fixas. Após esta operação é feita a concretagem e a cura do elemento e, 
só então, a força de protensão é transferida .:o concreto. 
Po 
......__... 
Elemento de Concreto 
Ap 




Figura 4.4: Protensão com aderência inicial: representação esquemática. 
A força Po a ser aplicada às ancoragens fixas da pista depende das cargas de projeto do 
elemento considerando as diversas fases de carga ao longo de sua vida útil, e do Grau de 
Protensão adotado, no caso de protensão parcial. 
4.2.1 Grau de Protensão 
O grau de protensão, tal como utilizado pelo programa, é definido como sendo a parcela 
do momento fletor total de serviço a ser absorvido com protensão completa. Deste modo o grau 
de protensão varia de O a 1 da seguinte forma: 
GP=O: elemento sem armaduras ativas (concreto armado) 
O < GP < 1 : elemento com armaduras passivas e ativas (protensão parcial) 
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GP= 1: elemento com annaduras ativas (protensão completa) 
No programa o grau de protensão pode ser arbitrado, dentro dos limites acuna 
estabelecidos e a força Po de cabeceira será calculada com base no momento fletor de serviço 
dado por: 
M.erv = GP .Mm.x (4.22) 
Quando não arbitrado e a escolha do usuário recair em elemento com protensão parcial 
o programa calculará o grau de protensão a utilizar objetivando abs01ver a maior parcela 
possível do momento fletor máximo de serviço atuante, mantendo a obediência aos limites de 
tensões estabelecidas no Estado limite de Tensões defuúdo no item 3. 2.1. 
A intensidade da força de protensão máxima possível de ser aplicada a wn elemento de 
concreto depende dos Iimites de tensões estabelecidos no Estado limite de Tensões, para 
diversas fases da vida do elemento. Em elementos pré-fabricados, protendidos por aderência 
inicial (fase única de protensão ), esta limitação, em geral, é imposta pelas tensões de tração na 
borda comprinúda pré-tracionada, no instante da transferência da protensão ao concreto, ou 
seja, para t = to. 
Nesta fase as cargas atuantes sobre o elemento serão a protensão e o peso próprio 
mobilizado pela ação desta. Deste modo, quando a tensão de tração Iimite na borda superior do 
elemento for atingida, para ação simultânea de P0 e do peso próprio, terá sido, também, obtido 
o maior valor de P0 possível e, com ele, a parcela do momento total a ser absorvido com 
protensão completa. Analisando as tensões na borda superior do elemento, para t = to, temos: 
crcPo - crcg = feto 
- ( 1 epl crcPo = feto + crcg como crcP0 = fo P o - - +-Ac Ws = r0 Po Ks 
sendo: 
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ocP0: Tensão no concreto, na borda superior, devida à ação exclusiva de f> o. 
ocg: tensão no concreto, na borda superior, devida a ação do peso próprio do elemento. 
feto: tensão admissível de tração na borda superior para t = to. 
r0: Rendimento da força de protensão, função da perda imediata por encurtamento elástico 
do concreto (ro = 0,95) 
Admitindo que a parcela do momento fletor a ser absorvido pela protensão corresponda 
a protensão completa, significando com isto, que a tensão de tração na borda inferior seja nula, 
para a ação simultânea das cargas e o valor final da força de protensão, resulta: 
GP = 
r.., Po KiWi 
Mma: 
. I WJ =-· 
Y; 
ocP co: Tensão no concreto, na borda inferior, devida à ação exclusiva de f>.,. 
r co: Rendimento da protensão após as perdas totais da força de protensão f> o. 
f> o : força de pro tensão máxima de cabeceira. 
GP: Grau de Protensão. 
Mm.x: Momento fletor máximo de serviço na seção mais solicitada do elemento. 
(4.24) 
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4.2.2 Cálculo dos Limites da Força de Protensão de Cabeceira 
O valor da força de protensão de cabeceira, P0, depende, além das características 
geométricas da seção transversal, das cargas iniciais e finais e das perdas imediatas e 
progressivas que, nesta fase podem ser, apenas estimadas. Deste modo estabelece-se wn 
rendimento previsto para a força de protensão para as etapas t = to e t = co. 
A experiência tem mostrado que as perdas imediatas da força de protensão, devidas ao 
encwtamento elástico no instante da transferência para o concreto, atingem valores de 3% a 8% 
da força inicial e as perdas finais chegam a valores entre 12% e 20%. 
Para fins de cálculo dos limites da força de protensão serão estabelecidos valores 
médios, para uso do programa, definidos como: 
p 
Pto = roPo, logo r0 = ~o = 0,95 
o 
P.., 
P co= r coPo, logo foo = p = 0,85 
o 
r0 e rcc: Rendimento da força de protensão para t =to e t= co 
Pto e P co: F orças de pro tensão após as perdas imediatas e finais, respectivamente. 
(4.25) 
(4.26) 
Adotando a expressão clássica de resistência dos materiais para o cálculo de tensões 
normais, aplicada às fases inicial e final, temos: 
t =to 
[ 
1 ep l Mq 
roPo -A. + Ws - Ws ~feto: tensões na borda superior (4.25) 
[ 
1 ep ] . Mq 
roPo -A. - Wi + Ws ~ acto: tensões na borda superior (4.26) 
t =C() 
[ 
1 ep l GP.Mma: 
rcoPo --+- - . ~ crccco: tensões na borda superior 
A. Ws Ws 
(4.27) 
[ 
1 ep l GP.Mma: 
rcoPo --+-. + ~ 0: 
A. W1 Wi 
tensões na borda inferior (4.28) 
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Destas desigualdades resultam quatro valores para P o, 
Dos valores superiores (P01 e P02) é escolhido o menor e dos valores inferiores (Po3 e 
P04) é escolhido o maior resultado. 
(4.29) 
(4.30) 
Estes valores permitem a escolha de armadura de protensão, em função da tensão inicial 
do aço adotado e das bitolas a serem utilizadas. 
Caso os limites da força de protensão sejam calculados com GP = 1 (Protensão 
Completa) e resultar em P max < P min significa que a pro tensão completa é impossível, dentro dos 
limites de tensões estabelecidos. O programa então calculará o grau de protensão máximo 
possível, de acordo com o item 3.3.1 e emitirá wn aviso na tela de que passará a calcular o 
elemento com protensão parcial, com o valor de GP calculado, determinando novos valores de 
Pmax e PmiD para a escolha da armadura de protensão. 
4.3 Escalonamento da Força de Protensão ao Longo do Vão 
A força de protensão é, inicialmente, determinada para a seção mais solicitada no 
elemento (em geral um ponto próximo ao centro do vão em vigas isostáticas ). Com a 
diminuição dos esforços, na direção dos apoios, torna-se necessário reduzir esta força, a fim de 
ser possível o atendimento ao Estado Limite de Tensões. Esta redução é obtida por meio da 
eliminação da aderência em trechos próximos aos apoios, de parte da armadura de protensão. 
Tendo em vista que o programa trabalha com propriedades geométricas da seção 
transversal bruta e que, por ocasião da transferência da força de protensão devida ao 
encurtamento elástico do concreto na fibra de mesma altura da armadura, torna-se necessário o 
cálculo da força de protensão efetiva atuante nas seções transversais. 
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4.3.1 Tensão Efetiva no Aço de Protensão 
O cálculo das tensões efetivas será feito admitindo-se a ação exclusiva da força de 
protensão sendo o efeito das demais cargas superposto posteriormente. Com base nesta 
consideração, pode-se escrever a seguinte equação de coerência de deformações. 
ep = êJ>c + .Óêp 
onde 
ep: defonnação efetiva no aço 
êJ>c: deformação de cabeceira do aço 
.ósp: variação na defonnação do aço ao recuo do concreto 
Colocando em tennos de tensões, ternos: 
oP oP• ocp 
- = - + -
Ep EP E, 
EP 
o p = ope +E .o ep 
c 
O -- N (-- 1 - ep 
2
] com N = ,.... A fica p Vp• "P> 
cp P A I 
c c 
o cp = -oPAP [ -
1
- + ep2 ] ; substituindo na expressão de crp 
A, I. 
( 
1 epll K =cxA - + -
P p A I 
c c 
temos: 
o P: tensão efetiva no aço devida à ação exclusiva da força de protensão. 




4.3.2 Força e Momento de Protensão Efetivos 
Uma vez calculada a tensão no aço de protensão a força e o momento fletor efetivos 
devidos à protensão podem ser calculados como segue: 
Np: força de protensão efetiva 
Mp: momento de protensão efetivo 
oP: tensão efetiva no aço conforme 4.3.1 
ep: excentricidade da força de protensão 
4.3.3 Redução dos Esforços de Protensão por Eliminação da Aderência 
(4.33) 
(4.34) 
Após a determinação da força de protensão na seção mais solicitada o programa volta 
ao controle do usuário para a escolha da armadura e sua forma de escalonamento. Este 
escalonamento, conforme adotado no programa, prevê o fornecimento, pelo usuário, do 
número de armaduras diferentes, incluindo a principal, e a área de cada urna destas armaduras. 
Com base no exposto em 4.3.1 e 4.3.2, o programa calculará os esforços efetivos de 
protensão para cada urna das armaduras escollúdas. Estes esforços e os limites de tensões 
estabelecidos no Estado Limite de Tensões permitem determinar os pontos de interrupção das 
armaduras no vão. 
As expressões das tensões normais nas bordas superior e inferior da seção transversal 
podem ser escritas como segue: 
- Para t =to 
com 
e 
Borda Superior: crcp5o - crcgs = crcfo 




- Para t = oo 
com 
e 
Borda Superior: ocps - oqs = occ«> 
Borda Inferior: ocpi + oqi = oct«> 
r .. 











Das expressões acima podemos obter quatro valores de momentos fletores: 
Mgs = Ws ( crcpsa - octo) 
Mgi = Wi ( crceo - crcpio) 
Mqs = Ws (crcps- crccao) 






Dos quatro valores são tomados os menores valores para as bordas superior e inferior, 
os quais resultam ser, em geral, o momento Mgs (borda superior, t = to) e o momento Mqi 
(borda inferior, t = oo ). 
De posse destes valores o programa procura nos diagramas de Mg e Mqi os pontos onde 
estes momentos fletores ocorrem, sendo determinados dois pontos para cada um dos valores. 
O programa calculará os pontos de ocorrência dos momentos fletores Mgs,i Mqs,i 
detenninando sua abcissa em relação ao apoio esquerdo da viga. A escollta do ponto de 
interrupção da annadura será então feita como demonstrado na figura 4.5. 
Xds 
Xes 
X e i 
X d i 
Figura 4.5: Escalonamento usual da armadura de protensão 
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A forma mais usual de ocorrência dos momentos fletores é como indicado na figura 4.5 
e, neste caso, o programa escolhe como ponto de interrupção da armadura as abcissas Xes e 
Xds porque, em respeito aos limites de tensões, devemos ter, no ponto de interrupção da 
armadura: 
Mg ~ Mgs,i e Mq ~ Mqs,i 
Existem, no entanto, outras formas de ocorrência possíveis, e que devem ser 
consideradas: 
- Caso Mgs,i > M&nax: Esta condição indica que, para a armadura considerada, as 
tensões limites, para t = to, jamais serão atingidas. Deste modo o escalonamento é determinado 
pelos valores de Xei e Xdi. 
- Caso Mqs,i > MQmax: Esta condição indica que, para a armadura considerada, as 
tensões limites, para t = co, jamais serão atingidas. Deste modo o escalonamento fica 
determinado pelos valores de Xes e Xds. A ocorrência simultânea desta condição e da anterior 
indica que nenhwn escalonamento é necessário, podendo a armadura ser integralmente 
aproveitada. 
- Caso Xes > Xei e Xds < Xdi: esta condição indica que não é possível atender aos 
limites impostos de tensões, simultaneamente. Nesta situação o programa adota a condição t = 
co como dominante e determina os pontos de interrupção correspond~ntes. As tensões 
eventualmente excedidas serão calculada:. e apresentadas ao usuário, que poderá aceitá-las ou 
não. 
Deste modo são, então, determinados os pontos, no vão, entre os quais a armadura 
considerada é efetiva. Estes pontos são determinados pelas abcissas Xe e Xd, medidas a partir 
do apoio esquerdo. 
A eliminação da aderência, em fábrica, é feita envolvendo a cordoalha ou fio com um 
tubo, normalmente de polipropileno, com rigidez suficiente para impedir o seu esmagamento 
durante a compactação do concreto. Este isolamento evita a aderência eliminando a protensão 
no trecho da armadura. 
Em elementos pretendidos por aderência inicial, a força de protensão é transferida para 
o concreto de forma gradual, a partir da extremidade da armadura. 
A norma NBR-7197, no seu item 9.4.1, refere-se ao comprimento de ancoragem de 
fios ou barras como sendo determináveis de acordo com a NBR-6118 e, no caso de cordoalhas, 
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o comprimento de ancoragem deve ser detenninado experimentalmente. Atualmente, as 
cordoalhas de sete fios são extensivamente utilizadas na composição das annaduras de 
protensão e, como na fase de projeto, em ger~ não existem dados experimentais, é necessário 
adotar um critério que defina a forma de transferência da força de protensão ao concreto, de 
modo a ser possível a definição dos diagramas de esforços provenientes dela. 
No desenvolvimento do programa adotou-se o procedimento recomendado pela norma 
americana ACI (318-89), cujo embasamento é sumariamente descrito a seguir, referindo-se, em 
especial, às cordoalhas de sete fios. 
A força de protensão gerada por uma cordoallia transfere-se ao concreto por aderência, 
a partir de sua extremidade. Diversos estudos desenvolvidos indicam que o comprimento de 
ancoragem de uma cordoallia depende da tensão a ela aplicada, da resistência do concreto, do 
diâmetro nominal da cordoalha e do tipo de verificação que está sendo feita: em serviço ou em 
estado limite último. 
A figura 4.6 representa a tensão no aço em relação ao comprimento medido a partir da 
extremidade da cordoallia. 
Figura 4.6: Ancoragem por aderência 
Na figura temos: 
Li: comprimento de implantação 
U: comprimento de transferência na flexão, por aderência 
La: comprimento de ancoragem do E.L.U. 
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O comprimento de implantação (Li) é a distância necessária para que a cordoalha atinja 
sua tensão efetiva de trabalho, após descontadas as perdas (conforme ACI: 20%). 
O comprimento de transferência na flexão (U) é a distância necessária para que, a partir 
da tensão efetiva, a cordoalha atinja sua tensão última. 
A soma destas duas parcelas define o comprimento de ancoragem de Estado Limite 
Último. 
Para os valores de ü e La, o ACI recomenda as seguintes expressões: 
1 
Li = -fse db 3 . 
La = (fsu - ~ fse ).db 
fse: tensão efetiva na annadura em Ksi 
fsu: tensão última na annadura em Ksi 
db: diâmetro nominal da cordoalha em polegadas. 
A aplicação das expressões acima resulta, em termos médios, em: 
Li= 50 db 





Estes valores são defuúdos para cordoalhas mantidas aderentes ao longo de todo o 
elemento. Para cordoalhas com a aderência interrompida antes da extremidade do elemento o 
ACI recomenda adotar o dobro do valor para La, mantendo o valor de Li, donde: 
ü = 50 db 
La = 300 db 
(4.43) 
(4.44) 
No programa, após calculadas e escolhidos valores das abcissas de início e fim da 
cordoalha ou cordoalhas a serem interrompidas, serão serão determinadas os valores reais de 
início e fim da cordoalha, definidos por: 
Xin = Xe- Li 




A figura 4. 7 representa, genericamente, a fonna dos diagramas de esforços provenientes 
da pretensão, em serviço. 
~ Xf!!Lj 
~--------------------~ 
Xin ~~ ----------------------------Xf-in~l 
Diogrcmo de Np 
Xa k-J ~ )(~ 
Litt ~r-----r--1 ------~ ttLi 1)-------r tV P Ap ~I 
ll ô 
Diagramo de Mp 
Figura 4. 7: Diagramas de esforços de pretensão após o escalonamento 
Na figura 4.8 está representado o diagrama co_rrespondente à resultante de tração (Rpt) 
na armadura pretendida, no Estado Limite Último. 
~ Xf!!Lj 
~--------------------~ ~~-----------------------X-f i_n~' 
Figura 4.8: Diagrama de Rpt, no E.L.U. 
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O comprimento por Xdu - Xeu representa, para cada cordoalha, o trecho em que ela 
pode ser considerada como funcionando na sua máxima tensão de cálculo. 
No programa estes valores são obtidos por: 
Xeu = Xin + La 
Xdu = Xfin - La 
Xeu = Xin + 2La 
Xdu = Xfin - 2La 
cordoalhas aderentes em 
todo o vão 
cordoalhas com aderência 
eliminada dentro do vão 
(4.47) 
(4.48) 
Ensaios realizados mostram que a exigência de wn comprimento de ancoragem duplo, 
para cordoalhas dispensadas no interior do vão, deve-se ao possível surgimento do problema de 
fadiga da aderência, sob cargas cíclicas. 
4.4 Perdas Progressivas da Força de Protensão 
As caracteristicas do comportamento reológico do concreto produzem defonnações que 
se desenvolvem ao longo do tempo, em elementos de concreto armado e pretendido. No caso 
de elementos estruturais pretendidos, estas defonnações dão lugar a perdas da força de 
pretensão que devem ser avaliadas, a fim de pemútir a consideração dos seus efeitos. 
No capítulo 2 foram analisados fatores que influenciam o valor destas perdas (ambiente, 
características do concreto e dimensões). Outro fator de grande influência nas defonnações 
progressivas é a forma de aplicação das tensões permanentes ao concreto ao longo do tempo, 
traduzida na história de carga a ser admitida no projeto. 
4.4.1 A História da Carga 
Elementos componentes de estruturas pré-moldadas, quando pretendidas, são 
submetidos a pelo menos duas fases de aplicação de cargas permanentes. 
A primeira fase ocorre no instante da transferência da força de pretensão ao concreto, 
na pista. As cargas permanentes atuantes são a pretensão e o peso próprio do elemento por ela 
mobilizado. A etapa ou etapas de carga seguintes dependem do cronograma de obras e os 
tempos de introdução das cargas são por ele definidos. 
O programa considerará a aplicação progressiva das cargas permanentes, relacionando-
as à idade do concreto em cada uma das fases. Com isso serão avaliadas as tensões no concreto 
e no aço, em cada etapa e no tempo t = co. 
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4.4.2 Defonnação Lenta e Retração 
A deformação por fluência do concreto será calculada com o proceclimento definido 
pela NBR-7197. 
A deformação por fluência do concreto, ao final de um intervalo de tempo (t-t,), é dada 
por: 
(4.49) 
&cc(t) : deformação por fluência no inteiValo de tempo (t-t;) 
oc(t,): tensão aplicada ao concreto no instante t, e mantida constante no intervalo de tempo (t-ti). 
<p(t,t;): coeficiente de deformação lenta ou fluência correspondente ao intervalo de tempo (t,ti), 
calculado conforme indicado no capítulo 2. 
Ec: módulo de deformação longitudinal secante Ec28. 
Admitindo que as tensões, no concreto, não ultrapassam a metade de sua resistência 
caracteristica, de modo a se poder admitir que a fluência varia linearmente com a tensão 
aplicada, conforme a NBR-7197, a deformação total, no concreto, pode ser escrita: 
(4.50) 
A NBR-7197 admite que a tensão no concreto, Oc(ft), aplicada no instante t,, passa para 
o valor Oc:(t), seguindo wna reta, de modo que a expressão (4.50) pode ser escrita na forma: 
(4.51) 
A variação da deformação é, então, determinada por: 
ô&c(t,t,) == sc(t) - sc(t;), donde 
(4.52) 
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4.4.3 Fluência do Aço de Protensão 
A relaxação do aço, como visto no capítulo 2, é definida como: 
(4.53) 
A expressão representa a variação da tensão no aço, mantido o seu comprimento 
constante. O valor do coeficiente de relaxação é mantido para valores padrão de tensão inicial e 
é fornecido pelos fabricantes, bem como pela NBR-7197. 
Como o aço de protensão, dentro de um elemento de concreto, não mantém seu 
comprimento constante, é necessário relacionar a relaxação do aço com sua fluência, ou seja, 
mantendo-se constante a tensão, calcular sua deformação ao final de um determinado intervalo 
de tempo. 
Considerando uma barra de aço solicitada a uma tensão crp(t;), no instante t;, sua 
deformação total, num instante t será: 
(J (tJ 
Bp(t) = ~ [I+ x(t, tJ] 
p 
onde 
ep(t): deformação no aço no instante t. 
crp(t;): tensão aplicada no aço no instante ti. 
x(t,t;): coeficiente de fluência do aço referente ao intervalo de tempo (t-t;). 
Ep: módulo de deformação do aço de protensão. 
(4.54) 
Deconido um espaço de tempo t, pode-se escrever que, num intervalo de tempo dt, 
ocorrerá a deformação elementar: 
a (t) da (t) 
ds(t) = _EP dVt(t, t;) + P 
P EP 
Mantendo constante o comprimento 
Cuja solução, sabendo que, para t = t;, crp(t) = crp(t;) é: 
crp(t) = crp(lt)e·x(t.ll) 
50 
ou seJa: 
ÓOp(t,G) = Op(G)[ 1- e-x(t,t,)] 
Levando na expressão do coeficiente de relaxação (4.53), temos: 
logo: 
x(t, ti) = -Ln[ 1- Vt(t, ti)] (4.55) 
Como a tensão no aço não se mantém constante ao longo do tempo, a deformação total 
pode ser escrita: 
(4.56) 
Admitindo, como na NBR-7197 que a tensão no aço crp(Íi), aplicada no instante lj, passa 
ao valor crp(t) no instante t, por um caminho cwvo (parábola), temos: 
(4.57) 
A variação da deformação no aço, no intetValo (t-ti), será: 
donde: 
(4.58) 
4.4.4 Variação do Estado de Tensões 
Admitindo a aderência entre o aço e o concreto e, considerando as expressões obtidas 
em 4.4.2 e 4.4.3, podemos escrever, para um intetValo de tempo (t-tü, qualquer: 
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A variação da tensão no concreto, no intervalo de tempo pode ser escrita como: 
Substituindo na equação de coerência de deformações e multiplicando-a por Ep, resulta: 
[ 1 ep
2
] Fazendo KP = cxA P. - +- , a variação de tensão no aço, no intervalo de 
Ac lc 
tempo (t-4), será dada por: 
(4.59) 
.to;lr ( t, t; ) : perda de tensão no aço devido a deformação lenta e retração do concreto e à 
relaxação do aço. 
crc(4): tensão no concreto no instante lj. 
crp(~): tensão no·aço de protensão no instante~-
q>(t,lj): coeficiente de deformação lenta, para o intervalo (t-lj), calculado de acordo com o 
capítulo 2. 
x.(t,t;): coeficiente de fluência no aço, para o intervalo (t-4), calculado de acordo com 4.4.3. 
ecs(t,lj): valor da retração do concreto, para o intervalo (t-lj), calculada de acordo com o capítulo 
2. 
A expressão (4.59) fornece a perda de tensão no a~o de protensão no inteiValo de 




Com os valores das perdas de força de protensão pode-se calcular, então, as tensões em 
qualquer ponto da seção transversal, ao final de cada intervalo de tempo considerado. 
Para a consideração da aplicação progressiva de carga permanente basta, ao aplicar a 
expressão de .oo-;• (t, tJ, introduzir os coeficientes de deformação lenta do concreto e de 
fluência do aço, bem como da retração, correspondentes ao intervalo de tempo considerado. A 
variação do estado de tensões é obtida pela superposição das tensões obtidas do intervalo atual 
àquelas obtidas nos intervalos anteriores. 
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Figura 4.9 (a): Evolução da deformação do concreto no tempo. 




4.4.5 Cálculo das Tensões Normais Atuantes no Concreto 
As tensões nonnais atuantes no concreto serão calculadas, em cada etapa, para as 
bordas superior e inferior da seção transversal e apresentadas no relatório, para fins de 
comparação com os linútes de tensões inicialmente admitidos. 
As tensões serão calculadas com base na expressão clássica da resistência dos materiais, 
. aplicada às etapas de carga existentes. 
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4.4.6 Pré Alongamento de Leito 
A determinação das armaduras passiVas, em elementos com pretensão parcial e a 
verificação da segurança à ruptura por flexão em elementos com pretensão completa exige o 
conhecimento da deformação no aço de pretensão para o estado de neutralização, definido 
como o estado de tensões da seção transversal para o qual é nula a tensão no concreto, na fibra 
de mesma altura da armadura de pretensão. 
Esta deformação no aço, chamada de Pré-Alongamento de Leito (&po) é obtida a partir 
da tensão inicialmente aplicada ao aço, das perdas progressivas da força de pretensão e da ação 
da força de pretensão final atuante na seção. 
De acordo com a definição dada, temos: 
(4.62) 
onde: 
e po : pré-alongamento de leito 
a pi: tensão efetiva inicial no aço de pretensão. 
!Y:J;'~ (co): perdas progressivas totais calculada de acordo com 4.4.4. Em geral, é um valor 
negativo. 
!Y:J P (co): variação de tensão no aço proveniente do estado de neutralização da seção transversal. 
Considerando a ação exclusiva da força de pretensão final sobre a seção transversal, 




Figura 4.10: Determinação de lloP (co). 
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] llo (co)= -ao = cxN co. - +-
P c,p P A I 
c c 
(4.63) 
Este valor levado à expressão (4.62) fornece o valor do pré-alongamento de leito. 
5 DETERMINAÇÃO DAS ARMADURAS PASSIVAS 
As annaduras passivas em elementos de concreto annado e com pretensão parcial será 
feita com base na teoria do Estado Linúte Último, observando os critérios estabelecidos pela 
NBR-6118. 
5.1 Diagrama de Deformações da NBR-6118 
A NBR-6118 estabelece limites para as deformações no concreto e nos aços, expressas 
no diagrama de defonnações apresentado na figura 5.1. 
3.5 Yoo 
t 
Figura 5.1: Diagrama de deformações da NBR-6118 
A divisão do diagrama em domínios de deformações visa facilitar o equacionamento das 
condições de equilíbrio da seção transversal, visto que, em cada um deles, estão claramente 
defuúdos os limites possíveis para as deformações e, consequentemente, para as tensões nos 
materiais, estabelecidas por suas leis constitutivas. 
As seções transversais de vigas de concreto armado e pretendido têm sua deformada de 
equilíbrio estabelecida, em geral, nos domínios 2, 3 e 4, sendo o último mais raro, só 
acontecendo em vigas com pretensão completa. 
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5.2 Fonnas de Ruptura das Seções Transversais 
As seções em concreto annado e protendido podem atingir a ruptura convencional, 
basicamente, de duas fonnas: a ruptura frágil, quando ocorre pelo concreto e a ruptura dúctil, 
quando ocorre pelo aço. 
No caso de vigas, objeto deste trabalho, foi adotado o seguinte critério: 
Para vigas em concreto annado ou com protensão parcial a ruptura foi mantida, 
obrigatoriamente, dúctil, o que confina a deformada das seções aos domínios 2 e 3 de 
deformações. 
Para vigas com protensão completa a ruptura dúctil nem sempre é possível e depende, 
fundamentalmente, da quantidade de annadura de protensão existente, deste modo, adnúte-se 
que estas seções trabalhem, eventualmente, também no domínio 4 de deformações. 
No caso de vigas em concreto armado ou com protensão parcial o programa trabalha 
com o conceito de Momento Limite, definido como sendo o maior momento resistente interno 
possível de ser mobilizado com annadura simples. Esta concepção fixa, numa primeira etapa, a 
posição da Linha Neutra da Seção, estabelecendo os valores das deformações últimas da seção 
e, consequentemente, as tensões nos materiais. 
Esta posição fixa da deformada corresponde ao limite entre os domínios 3 e 4 de 
deformações, conforme a figura 5.1. A ruptura dúctil é assegurada pelo fato de que a 
deformação no aço corresponde à deformação de escoamento convencional. 
Sendo a deformada definida pelas deformações nos materiais, sua posição limite é 
influenciada pelo tipo de aço utilizado e pela presença ou não de annadura de protensão. 
Tratando-se de vigas em concreto annado, a posição da deformada limite para os aços 
de categoria A é diferente daquela para os aços de categoria B, uma vez que as deformações 
para o início do escoamento são diferentes. 
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Aco A:. t. yd- fyd/Es Aco 8: ~ yd- 0.002+fyd/Es 
fyd fyd 
teu f c f c 
d 
Rst 
I ~Aco A 
~AcoB 
Figura 5.2: Defonnada limite para os açõs categoria A e B 
A deformada limite, como mostra a figura 5.2, é detenninada pelo valor de Xlim, 
medido a partir da borda comprimida. O valor de Xlim é dado por: 
35 Xlim= ' .d 
(Eyc~ + 3,5) 
(5.1) 
onde 
para aço categoria A 
,,., = [o, 002 + !;: J.woo: para aço categoria B 
Definida a posição da deformada, o programa calcula o valor de Rcc, de acordo com o 
processo descrito no item 5.5.1. 
Devido às condições de equilíbrio, devemos ter: 
Rst + Rcc = O donde Rst = - Rcc e 
Rst 
Aslim = f: armadura correspondente a Mlim. 
yd 
Mlim = Rcc. Y c + Rst. Y as 
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(5.2) 
Tratando-se de vigas com pretensão parcial, a posição limite da deformada depende, 
não só do tipo de aço da armadura passiva, mas, também, do aço da armadura ativa e, em 
especial do valor do pré-alongamento de leito. Na figura 5.3 estão representados, em conjunto, 
os diagramas dos aços das armaduras passivas e ativas, juntamente com o pré-alongamento. 
Up, <ls 
f pyd 









Figura 5.3: Ação conjunta dos aços na pretensão parcial 
O programa adota como critério de garantia da ruptura dúctil o funcionamento de 
ambas as armaduras em escoamento. Deste modo, a posição da deformada limite é escolhida 
em função das deformações nas armaduras, como segue: 
- Para o aço de pretensão devemos ter: 
- Para a annadura passiva devemos ter; 
A posição da deformada limite é definida adotando-se o maior dos dois valores, êpx ou 
&sx, resultando no sistema resistente mostrado na figura 5.4. 
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d 
Figura 5.4: Deformada limite para protensão parcial 
Após a definição da deformada o programa calcula o valor de Rcc e impõe as condições 
de equilíbrio da seção: 
Rst + Rpt + Rcc = O 
Rst = -Rcc - Rpt 
No caso da protensão parcial podemos ter duas situações para o valor resultante de Rst, 
a saber: 
Rst > O então Aslim = R s t 
fy6 
Rst ~ O então nenhwna armadma passiva é necessária para equilibrar o resultante de 
compressão. O programa adota então Rst = O. 
Com o valor e Rst definido, o Momento Limite é dado por: 
Mlim = Rcc.Yc + Rpt.ep+Rst.Yas (5.3) 
Definido o valor do Momento Limite, faz-se a comparação com o momento atuante de 
cálculo, Md, podendo resultar em três situações: 
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-Caso Md ~ Mlim: a deformada limite é a deformada de:firútiva da seção e o equilíbrio é 
obtido pela detemúnação de uma annadura de compressão. Isto é feito pela defuúção da 
posição da armadura na seção (Y'as) e calculando: 
s's = f(Y'as) e f'yd = f(s's) conforme o capítulo 2 
D.M = Md - Mlim 








-Caso Md = Mlim: a deformada limite é a deformada definitiva da seção e a armadura 
Aslim determinada é a annadura necessária à seção. 
- Caso Md < Mlim: a deformada de equilíbrio e a annadura são obtidas por processo 
iterativo descrito adiante. 
5.3 Representação da Deformada da Seção por Uma Variável 
Tendo em vista a implantação computacional do processo de detemúnação da armadura 
passiva adotou-se como forma de representação da deformada da seção uma variável única 
adimensional, capaz de equacionar as deformações no concreto e no aço. 
Com a variável D é possível cobrir todos os domínios de deformações da NBR-6118, 
como indicado no quadro abaixo 
DO!vfiNIO D êc(%o) ês(%o) 
Tração Uniforme o 10 10 
1 O<D< 2 10- 5D 10 
2 2 ~D< 7 1,4- 0,7D 10 
3 e 4 7 ~ D < 12 -3,5 24- 2D 
4a e 5 12 < D < 13 1,5D- 21,5 24- 2D 
Compressão Uniforme 13 -2 -2 
Figura 5.5: Valores da variável D 
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Representando as defonnações no concreto e no aço, em função da variável D, em urna 
escala arbitrária, resulta no gráfico da figura 5.6. 
t c. E. s (~) 
10 
t.s 9 I I \ I 8 \ I 
7 I I I I 
6 \ I 
5 I I \ I r Dlim 4 \ é c I \ I 3 I I 
2 --\----
-------1-------\ é..yd I I I 




2 1 ',, I 
I ', 1 I I I 
---r------.... - --~-------,-..,-
I ', I I I/ I 
---f- --------,_------~- ..( I 
1 I I 3 14 I 19@ 
Figw'a 5.6: Representação gráfica da variável D 
A posição da deformada limite é calculada pelo programa em função da variável D, pelo 
seu valor Dlim, como segue: 
24-e .... 
Dlim = r- com eyd em (%o) 
2 
(5.6) 
O valor de eyd a adotar depende do tipo de aço adotado, bem como da existência ou 
não de protensão, conforme definido em 5.2. 
5.4 EqUBções de Equilíbrio da Seção Transversal 
As seções transversais devem obedecer ao preceito geral de que aos esforços externos 
atuantes devam se opor os esforços internos resistentes, obtidos a partir de uma configuração 
deformada de equilíbrio. A partir desta configuração deformada de equilíbrio podem ser 
escritas as equações de equilíbrio da seção transversal, relacionando os esforços atuantes aos 
resistentes, como mostrado a seguir. 
OlCOLA DE ENGENHAFUA 
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5.4.1 Defonnada de Equilíbrio nos Domínios 2 e 3 de Defonnações 
Quando a deformada de equilíbrio da seção transversal se situa no donúnio 2, a seção é 
dita Subannada e a ruptura ocorre pelo escoamento do aço, sem que o concreto atinja sua 
deformação de ruptw-a. 
Quando a deformada de equilíbrio da seção transversal se situa no domínio 3, a seção é 
dita normalmente armada e a ruptura ocorre, simultaneamente pelo aço e concreto. 
As seções transversais cuja deformada de equilíbrio se situa nos donúnios 2 e 3, sob a 
ação do momento fletor de cálculo Md, desenvolvem um sistema de esforços resistentes 
formado por uma resultante de compressão no concreto e urna resultante de tração nas 




~ d Rpt 
-
fyd Rst 
Figura 5.7: Esforços resultantes nos donúnios 2 e 3 de deformações 
As condições básicas de equilíbrio da seção transversal são o equilíbrio à translação e o 
equilíbrio à rotação, de modo que pode-se escrever: 
Rst + Rpt - Rcc = O 
Rcc - Yc + Rst.Yas + Rpt.Yap = Md 
onde 
Rst = As.fyd, com fyd = f(ssx) 
Rpt = Ap.fpyd, com fpyd = f( êpd) e êpd = êpo + êpx 
Rcc = to. (y )bydy , com o. (y) = f [ e. (y)] 
(5.7) 
(5.8) 
Conhecidas as deformações dos materiais, as tensões neles atuantes são obtidas das leis 
constitutivas descritas no capítulo 2. 
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5.4.2 Deformada de Equilíbrio no Domínio 4 de Deformações 
Para as deformadas de equilíbrio situadas no domínio 4 de defonnações é necessário 
dar um tratamento distinto às seções transversais, dependente do grau de protensão adotado, 
como segue: 
5.4.2.1 Seções em Concreto Annado ou com Protensão rarcial 
Estas seções correspondem a O ~ GP < 1. Como foi estabelecido no item. 5.2, estas 
seções devem ter ruptura necessariamente dúctil. 
No donúnio 4, por definição, a deformação convencional de ruptura do concreto é 
atingida, sem que os aços das armaduras de tração alcancem sua deformação convencional de 
ruptura, tornando a ruptura frágil. 
A ruptura frágil é evitada, nestes casos pela introdução de uma armadura de compressão 
e pelo estabelecimento de uma deformada fixa, no limite do donúnio 3 de deformações. 
Deste modo, quando sob a ação do momento fletor de cálculo Md, a seção transversal 
desenvolve um sistema resistente formado por uma resultante de compressão no concreto Rcc, 
uma resultante de compressão na armadura comprimida R' st e resultantes de tração nas 















Figura 5.8: Esforços resistentes para seções com armadura dupla 
onde 
Das condições de equilíbrio resulta o sistema: 
Rst + Rpt - R ' st - Rcc = O 
Rst.Yas + R pt.ep + R'st.Y'as + Rcc.Yc = Md 
Rst = As.fyd, com fyd = f( &sx) 
Rpt = Ap.fpyd, com fpyd = f(&pd) e &pd = &po + &px 
R 'st = A 's.Pyd, com Pyd = f(s'ax) 




Como no caso anterior, conhecidas as deformações nos materiais, suas tensões são 
obtidas das leis constitutivas do capítulo 2. 
5.4.2.2 Seções com Protensão Completa 
Nas seções com protensão completa pode ocorrer que somente seja possível a obtenção 
de wna configuração deformada de equilíbrio no Donúnio 4, devido a área de armadura de 
protensão existente. Isto ocorre, nonnalmente quando GP ~ 1. 
Nestes casos a ruptura convencional é frágil, uma vez que o concreto atinge sua 
deformação de ruptw'a sem que o aço de protensão esteja em escoamento. 
Estas seções, quando sob a ação do momento fletor de cálculo Md, desenvolvem um 
sistema de esforços resistentes formados por wna resultante de compressão no concreto Rcc e 
wna resultante de tração na armadura de protensão, conforme a figura 5.9. 
Rcc 
Rpt 
Figura 5.9: Esforços resistentes na Protensão Completa 
onde 
Das condições de equilíbrio resulta o sistema: 
Rcc + Rpt =O 
Rcc.Yc + Rptep = Md 
Rpt = Ap.fpy, com fpy = f(&py) e &py = &po + &px e &py < 6pyd 




A solução do sistema de equações de equilíbrio acima definido é normalmente utilizada 
na verificação da segurança à núna de vigas pretendidas, obedecendo aos critérios estabelecidos 
em5.9. 
5.5 Solução do Sistema de Equações de Equilibrio 
A solução do sistema de equações de equilíbrio propostas no item 5.4 pode ser feita 
com dois objetivos principais: o dimensionamento da annadura passiva necessária para a 
absorção do momento fletor Md, de cálculo, ou a verificação da segurança à ruína por flexão, 
sob a ação de Md. 
No primeiro caso são desconhecidos a defonnada de equilíbrio da seção e a área das 
armaduras passivas, no segundo, a deformada de equilíbrio é o único fator desconhecido. Em 
ambos os casos a annadura ativa (de pretensão), se existir, é uma grandeza conhecida, 
detenninada de acordo com o item 4.2. 
A solução analítica dos sistemas de equações de equilíbrio é impossível devido às 
relações constitutivas não lineares do concreto e dos aços. 
Devido a esta dificuldade o programa adota um processo iterativo, de equilíbrio global, 
baseado no Método de Newton-Raphson, tanto para o dimensionamento quanto para a 
verificação. 
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5.5.1 Algoritmo para o Dimensionamento 
No dimensionamento as incógnitas são a deformada de equilíbrio D e a área da 
armadura passiva As. A formulação do método de Newton-Raphson, então fica: 
( K( {u}i)]. {~}i = {.óp}i (5.13) 
onde 
{ u}i : vetor com as variáveis D e As a ajustar 
{~}i : vetor incrementai de { u }i , tal que, na próxima. iteração tem-se { u }i +i = { u }i + {~}i, 
até a convergência. 
{ .óJ>}i: vetor com a diferença entre os esforços atuantes de cálculo e os esforços resistentes 
internos, correspondentes aos valores de De As da i-ésima iteração. 
( K( { u} i )] : matriz de derivadas parciais dos esforços resistentes em relação às variáveis D e As. 
A equação se desenvolve em: 
[ti ;~]·{&:)} = 
8D 8As Ms 
{Md Mr} {&1d} 
Nd Nr ANd 
(5.14) 
Com base no exposto, o algoritmo de dimensionamento se desenvolve como segue: 
a) são arbitrados os valores iniciais de De As. No programa estes valores correspondem 
a Dlim e Aslim. 
b) por integração das tensões são obtidos os esforços resistentes internos e os elementos 
da matriz de derivadas parciais. 
c) calcula-se o vetor de desequilíbrio 
{Md-Mr} {.&vld} {.óJ>}i = Nd- Nr = ANd (5.15) 
d) verifica-se a convergência para a i-ésima iteração, por: 
(5.16) 
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e) caso a condição seja satisfeita segue para o item i 
f) em caso contrário obtém-se os incrementos {~}i a partir da resolução do sistema de 
equações 
g) detemúnam-se os novos valores de D e As por: 
(5.17) 
h) retoma-se ao item b 
i) encerra-se o processo iterativo e a seção está dimensionada. Obtém-se a área da 
armadura passiva e as deformações últimas no concreto e nos aços. 
5.5.2 Algoritmo para Verificação 
Nwn processo de verificação são conhecidas, além das caracteristicas geométricas da 
seção transversal, as áreas das armaduras passivas e/ou ativas. A formulação do método 
de Newton-Raphson então, fica: 
ôNr 




Nd Di+1 = D. - --
• ôNr 
ôD 
sendo m = Di+t - Di 
Deste modo o algoritmo de verificação se desenvolve como segue: 
a) arbitra-se o valor inicial de D 
(5.18) 
(5.19) 
b) Por integração das tensões são calculados os esforços resistentes internos e a derivada 
do esforço nonnal resistente em relação a D. 
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c) Calcula-se o esforço normal de desequilíbrio. 
d) Verifica-se a convergência para i-ésima iteração, por: 
~d s tolerância 
e) Caso a condição de convergência se verifique seguir para o item i. 
f) Caso contrário calcula-se o incremento D por meio de: 
Nd, .W, =- (~J. (5.20) 
g) Determina-se o novo valor de D. 
D . I =D· +.6D· I + I I (5.21) 
h) Retoma-se ao item b. 
i) Encerra-se o processo iterativo e a deformada calculada é a deformada de equilíbrio. 
O momento fletor resistente Mr calculado é comparado com o momento atuante de 
cálculo Md, para a determinação do coeficiente de segurança. 
5.6 Cálculo dos Esforços Resistentes 
Os esforços resistentes são calculados por integração das tensões nos materiais sobre a 
seção transversal. As tensões são obtidas das leis constitutivas dos materiais, em função das 
deformações definidas pelo valor de D. 
5.6.1 Deformações na Seção Transversal 
Conhecido o valor de D, a deformação em uma fibra qualquer da seção é dada por: 
s(y) = b .y +c (5.22) 
sendo 
s(y): deformação na fibra de ordenada y, medida a partir do eixo de referência. 
E - E 
b = y: _~i: curvatura da seção 
c= Se - b.Ys: deformação no eixo de referência da seção 
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Se e S 9 : deformações últimas definidas pelo valor de D, conforme a tabela da figura 5.5 
Ys: ordenada da fibra mais comprimida da seção transversal em relação ao eixo de 
referência. 
Yi: ordenada que define a posição do centro de gravidade da armadura, em relação ao eixo 
de referência. 
5.6.2 Esforços Resistentes Devidos ao Concreto 
As tensões atuantes sobre a seção transversal, devido à lei constitutiva do concreto e às 





I y y 
Figura 5.1 O: Regiões de integração da seção transversal. 
Região 0: zona tracionada da seção transversal, tensão nula no concreto 
Região I: zona comprimida da seção onde O ~ Se ;::: - 2° I oo• correspondendo ao trecho 
parabólico do diagrama tensão-deformação 
Região TI: zona comprimida da seção onde -r I oo >se;::: - 3,5° I oo' correspondendo ao trecho 
de tensões constantes do diagrama tensão-deformação 
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A partir do valor da variável D determinam-se as deformações nas extremidades de 
todos os segmentos da poligonal de contorno da seção. 
A ordenada limite entre as regiões O e I é definida pela fibra de deformação nula (linha 
neutra). Aplicando a expressão (5.22), temos: 
sendo 




O limite entre as regiões I e II é determinado pela fibra onde se - 2 o I oo ~ logo, 
aplicando a expressão (5.22), resulta: 
e. = bY12 +c= -0,002 
(0,002 +c) yl2 = - -'-------'-
b 
(5.24) 
A partir da determirulção das ordenadas linútrofes das regiões pode-se determinar quais 
os segmentos da poligonal de contorno da seção transversal pertencem a estas regiões e 
detenninar, sobre eles, novas coordenadas de extremidade, para cada região. 
Observando-se as expressões dos polinômios Gkm, no item 4.1 nota-se que 6y = O, 
Gkm = O, não havendo, portanto, contribuição dos segmentos horizontais da poligonal. A 
detenninação das coordenadas dos segmentos pertencentes às regiões I e II segue, então o 
seguinte processo: 
a) Em todos os segmentos em que 6y :;t O, verifica-se se 
Yo1 ou Y,z E (Yi+hYi) 
b) Se a condição (a) não se verifica, passa-se ao segmento seguinte. 
c) Se a condição (a) se verifica o segmento é dividido em partes correspondentes às 







Figw"a 5.11: Coordenadas de transição de um segmento 
O segmento representado na figura 5.11 tem coordenadas definidas por (XhYi) e 
(Xi+h Y i+1). Ao atravessar as regiões do domínio de integração, define os pontos A e B cujas 
ordenadas são definidas por Y01 e Y 12, respectivamente e abcissas por: 
T & 
XB :X. +-(Y,2- Y) 
I ~y I 
Os pares (XA> Y01) e (XB, Y12) , definem novos segmentos da poligonal de contorno que 
contribuem na integração das regiões I e TI respectivamente. 
As expressões (2.1) e (2.3) que definem a lei constitutiva do concreto podem ser 
reescritas da forma: 
- Para a região I 
Oc(Ec) =[250.000 e! +1000 Ec].ocd (5.25) 
Substituindo a equação (5.22), temos: 
o c (E c) = [ 250.000 (by + c)2 + 1000 (by + c)].ocd (5.26) 
Desenvolvendo, resulta: 
o c (E c) = [250.000c2 + lOOOc + (1000b + 500.000bc)y + 250.000b2y 2 J.ocd (5.27) 
Fazendo: 250.000c2 + lOOOc =Do 
lOOOb + 500.00Ubc =DI 
250.000b2 = D2, 
Oc(êc) = crcd(DO + Dly + Dzyl) 
- Para a região ll 
resulta: 
Os esforços resistentes devidos às tensões no concreto podem, então, ser escritos: 
A, I A, a 
Mrcc = J a. (E) y dA + J a.(E) y dA 






Na equação (5.30), Rcc é a resultante de compressão no concreto e o primeiro e 
segundo termos, à direita do sinal de igualdade, representam a integração das tensões sobre a 
área de concreto comprinúdo correspondentes às regiões I e n, respectivamente. 
Na equação (5.31), Mrcc é o momento fletor resultante das tensões no concreto sobre 
as regiões I e n do donúnio de integração, em relação ao eixo de referência. 
Substituindo em (5.30) e (5.31) as expressões (5.28) e (5.29), temos 
Rcc = ocd. J (DOy + D1y2 + D2y3 ) dA - acd. J dA (5.32) 
A, a 
Mrcc = ocd. J (DOy + D1y2 + D2y3 ) dA - ocd. J y dA (5.33) 
A,, A, o 
Aplicando o Teorema de Green, resulta: 
Rcc = acd.[~(DO. GOOi + Dl.GOli + D2.G02i) - ~GOOjl 
•·1 r i 
(5.34) 
Mrcc = acd. [~( DO. GOli + DLG02i + D2.G03i) - ~G01jl 
•• I J-l 
(5.35) 
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Sendo n1 e n2 o número de segmentos da poligonal pertencentes às regiões I e ll 
respectivamente. 
5.6.3 Esforços Resistentes Devidos às Annaduras 
A partir do valor de D e do conhecimento das ordenadas das fibras de mesma altura da 
armadura, a expressão (5.22) permite calcular as deformações nas annaduras, como segue: 
cSX = b.Yas +C 
&px = b.ep + c 
(5.36) 
(5.37) 
As expressões (5.36) e (5.37) expressam as deformações nas annaduras passiva e ativa, 
respectivamente. 
Das leis constitutivas, definidas no capítulo 2, são obtidas as tensões, de modo que os 
esforços resistentes são expressos por: 
Rst = os(esx).As 
Rpt = op(spd).Ap , com &pd = &po + &px 
Mrst = Rst Y as 





As expressões (5.38) a (5.41) fornecem as resultantes de tração nas annaduras passivas 
e ativas e seus respectivos momentos fletores em relação ao eixo de referência. 
5.6.4 Esforços Resistentes Totais 
Os esforços resistentes totais são obtidos pela soma das parcelas correspondentes ao aço 
e ao concreto, donde: 
Nr = Rcc + R.st + Rpt 




5. 7 Cálculo das Derivadas Parciais dos Esforços Resistentes 
As derivadas parciais em relação às variáveis D e As, componentes da matriz K, 
equação (5.14), são obtidas como segue: 
S. 7.1 Derivadas Parciais em Relação a D 
Derivando as expressões (5.42) e (5.43) em relação a D, temos: 
ôNr ôRcc ôRst ôRpt 
-=- -+--+--
ôD ôD ôD ôD 
(5.44) 
ô~c ô~t ô~t 
--- +--+ 
ôD ôD ôD ôD 
ôMr (5.45) 
Dada a extensão das expressões adota-se o procedimento de calcular as derivadas 
parciais em separado para cada wna das parcelas definidas em (5.44) e (5.45). 
- Parcelas devidas ao concreto 
Tendo em vista a equação (5.22) e aplicando a regra da cadeia, pode-se escrever: 
ê - ê 
e(y)=b.y + c, onde b= c ' e c=êc - b.ys 
Ys- Yi 
ôRcc ôRcc ôb ôRcc ôc 
----- --+-- - -ôD - ôb . ôD ôc . ôD (5.46) 
ô~c ô~c ôb ô~c ôc 
= .-+ 
ôD ôb ôD ôc ôD (5.47) 
Aplicando novamente a regra da cadeia em: 
ôb ôb Ôêc ôb Ôê, 
-=--+--
ôD ôêc. ôD ôe,. ôD (5.48) 
ôc ôc Ôê< ôc Ôê, 
- =--+- -
ôD ôec. ôD ôe,. ôD (5.49) 
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Da equação (5.22) resulta: 
(5.50) 
(5.51) 
Os valores de BLD e CLD são constantes para uma determinada deformada. 




ôb A ôb 
(5.52) 
ôRcc Jôa~ dA 
-- -
ôc A ôc 
(5.53) 
ôMrcc fôa 
= -~ydA ôb A ôb 
(5.54) 
aMrcc fôa 
= -~ydA ÔC A ôc 
(5.55) 
Para as regiões O e ll as integrais das equações (5.52) a (5.55) são nulas uma vez que as 
tensões, nestas regiões, são nulas (Região O) ou constantes (Região ll). Deste modo, somente a 










= 0 cd J [ôDO + ôDI y + ôD2 y 2 ] dA 
Ao I ÔC ÔC ÔC 
(5.57) 
J [ôDO ôDI 1 ôD2 3 ] = acd --y +-v- +--y dA (5.58) 
Acl ôb ôb . ôb 
J [ôDO ôDI 2 ôD2 3 ] = a~d --y+-y +-y dA (5.59) 




ôb - ôc - (5.60) 
ôD1 ôDO 




- = - = 500.000b = BLE 
ôb ôc 
(5.62) 
Os valores de CLE e BLE são constantes para uma detenninada defonnada. 




= acd [(CLD.CLE) +(BlD.CLE + BLE. CLD)y +(BlD.BLE)y2 )dA 
Ô Acl 
(5.63) 
ôMrcc f D = a cd [(CLD.CLE)y +(BlD.CLE + BLE.CLD)y2 +(BLD.BLE)y3)dA (5.64) 
Ô Acl 
Fazendo EO= CLD.CLE 
E1 = BLD.CLE+BLE.CLD 
E2 = BLD.BLE e aplicando o T eorerna de Green 
ôRcc [oi l 
- 0 = acd ~(EO.GOO +El.G01 +E2.G02) Ô •=I (5.65) 
ôMrcc [~ l D =acd ~(EO.G01+E1.G02+E2.G03) 
ô •-1 
(5.66) 
onde n1 é o número de segmentos pertencentes à região I. 
- Parcela devida à annadura passiva 
Da expressão (5.36): temos: 
E:sx = b.Yas +c 
mas: 
ôRst ôRst ôb ôRst ôc 
- -=-- - -+----
ôD ôb . ôD ôc . ôD 
ôMrst ôMrst ôb ôMn;t ôc 
= .-+ -
ôD ôb ôD ôc ôD 
ôRst ôa ôb ôa ôc 
-- =As-' .-+As-'-
ôD ôb ôD ôc ôD 
ôMrst ôa ôb ôa ôc 
- -=As-· Yas- + As-• Yas-
ôD ôb ôD ôc ôD 
ôa, = ôa, ôe, = 









Onde Et(e1) é o módulo de deformação tangente definido no capítulo 2. Substituindo as 
equações (5.50), (5.51), (5.71) e (5.72) nas equações (5.69) e (5.70) resulta: 
ôRst 
ôD = As.Et(e,).(Yas.BlD+Cill) (5.73) 
ôMrst 
ôD = As.Et(e,).Yas.(Yas.BLD + CLD) (5.74) 
- Parcela devida à annadura ativa 
A parcela proveniente da armadura ativa é obtida pelo mesmo procedimento adotado 
para a armadura passiva, lembrando que, no caso do aço de protensão, teremos: 
epd = epo + êpx , donde: 
ôRpt 
ôD = Ap.Ept(epd).(ep.BLD + Cill) (5.75) 
ôMrpt 
ôD = Ap.Ept(epd).ep.(ep.BLD+ Cill) (5.76) 
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As derivadas parciais dos esforços resistentes, em relação à variável D, serão dadas pela 
sorna das parcelas, logo: 
ôNr 
ôD = (5.65) + (5.73) + (5.75) 
ôMr 
ôD = (5.66) + (5.74) + (5.76) 
5.7.2 Derivadas Parciais em Relação à Annadura As 
Das expressões (5.42) e (5.43) resulta: 
ôNr ôRcc ôRst ôRpt 
-=- -+-- +--
ôAs ôAs ôAs ôAs 
ôMr ôMrcc ôMr.>t ôMipt 
- - - + + 





Onde as parcelas correspondentes ao concreto e à annadura de protensão são nulas, 
logo: 
ôNr ôRst 
-=-=o(c) ôAs ôAs s 
ô~t 
- - = o, (e).Yas 
ôAs ôAs 
ôMr 
5.8 Escalonamento da AnDadura Passiva 
(5.81) 
(5.82) 
Após o cálculo da área da armadura passiva na seção mais solicitada da viga, toma-se 
necessário escalonar esta armadura ao longo do vão, por razões econômicas. 
O processo de escalonamento é feito com base no diagrama deslocado da resultante de 
tração~ Rst, na armadura. A NBR-6118 estabelece, nos itens 4.1.1.2 e 4.1.6.2 o processo de 
escalonamento. O diagrama da resultante de tração Rst é obtido pela divisão do momento fletor 






Rst(x): resultante de tração na seção de abcissa x. 
M(x): momento fletor atuante na seção de abcissa x. 
Z(x): braço de alavanca interno na seção de abcissa x. 
A figma 5.12 mostra a forma de deslocamento do diagrama: 
X2 
X1 
Figura 5.12: Deslocamento do diagrama de Rst 
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O item 4.1.1.2 da NBR-6118 estabelece, para armaduras transversais formando um 
ângulo de 90° com o eixo da viga, o valor do deslocamento al, como segue: 
al = (1,5- 1,21l)d ~ 0,5d (5.84) 
11 : relação entre a área efetiva da annadura transversal e a área de armadura transversal 
calculada com -r = 1, 15'twd, isto é, sem considerar a redução devida à 'te. 
d: altura útil na flexão 
Tendo em vista que o programa, na sua versão atual, não dimensiona a armadura 
transversal adota-se o critério simplificado, descrito no mesmo item da norma. 




td: tensão de cálculo da annadura transversal 
'twd: tensão tangencial de referência 
Resulta em: 
a1 = 0)75d (5.86) 
5.8.1 Vigas em Concreto Armado 
Calculada a annadura na seção de momento fletor máximo, o programa retoma ao 
controle do usuário para a escolha da área de aço definitiva (função do número de barras e 
bitolas escolhidas) e sua forma de escalonamento. 
Num primeiro passo, o programa solicita o número de annaduras para fins de 
escalonamento. Este número deve incluir a annadura real escolhida para a seção de momento 
máximo. 
Isto feito, o programa solicita as áreas de cada uma destas armaduras, armazenando-as 
em um array de áreas de aço sucessivamente menores, tais que uma annadura Asi é dada por: 
Asi = As(i-1)- DAs 
onde: 
Asi: área da i-ésima armadura 
As(i-1): área da armadura anterior a i-ésima 
DAs: parcela da área de aço a ser dispensada. 
(5.87) 
Definidas as armaduras, o programa determina, para cada uma delas) a deformada de 
equilíbrio pelo processo descrito em (5.52). Com a deformada estabelecida, é calculado o 
momento fletor resistente. Dadas as ~ondições de equilíbrio, deve-se ter) para a i-ésima 
armadura: 
~1ri = Mdi (5.88) 
O programa armazena os diagramas de momentos fletores de serviço 1vfk e, sabendo-se 
que: 
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Mdi = yf.Mki (5.89) 
resulta: 
Mdi Mri Mki=-=-
-yf -yf (5.90) 
A partir do valor de Mki o programa determina dois pontos no vão, um à esquerda de 
outro à direita do ponto de momento máximo, onde o momento 'Mki ocorre. Estes pontos tem 
abcissas medidas ao longo do eixo da viga, em relação ao apoio esquerdo, resultando nos 
valores Xce e Xcd. Aos valores destas abcissas é somado, no sentido desfavorável, o valor de 
al dado em (5.86), resultando: 
Xceu = Xce - al 
(5.91) 
Xcdu = Xcd + al 
As abcissas Xceu e Xcdu representam os pontos, no vão onde a armadura pode passar, 
teoricamente, da armadura As(i-1) para a armadura As~ podendo a parcela tlAs ser 
interrompida. 
De acordo com o item ( 1.3 d), a partir deste ponto o critério de ancoragem é definido 
pelo usuário, para fins de detalhamento. 
5.8.2 Vigas com Protensão Parcial 
O procedimento de escalonamento é semelhante ao descrito no item anterior, com a 
diferença de que é considerada a existência da armadura de protensão. 
O escalonamento da armadura de protensão é feito de acordo com o item (4.3.3). Com 
base nisto o programa determina os momentos fletores de serviço no fim de cada trecho de 
funcionamento efetivo de cada uma das armaduras de protensão, a partir do diagrama de 
momentos atuantes. 
Iniciando um loop externo sobre o número de armaduras de protensão, a partir da 1-ª 
(maior) delas, o programa executa um loop interno sobre o número de armaduras passivas 
escolhido, começando a partir da 2-ª (definida como no item anterior) e determina o momento 
resistente interno e, por (5.90) o momento :Mk de serviço correspondente. Dependendo do 
valor de 1vfk, duas situações podem ocorrer: 
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a) O valor de .M:k está dentro do trecho em que a armadura de pro tensão considerada é 
efetiva e o programa calcula a posição de Mk., calcula os valores de Xceu e Xcdu por (5.91) e 
incrementa a variável controladora do loop interno, repetindo o processo. 
b) O valor de .M:k está fora do trecho em que a armadura de pro tensão considerada é 
efetiva: o programa incrementa o valor da variável do loop externo, passando à armadura de 
pro tensão seguinte, e volta a executar as operações descritas em (a). 
5.8.3 Vigas com Protensão Completa 
Sendo o escalonamento da protensão feito a partir dos limites de tensões definidos no 
Estado Limite de Utilização e não existindo a armadura passiva calculada, as seções transversais 
pretendidas, sob protensão completa deverão ser verificadas, no Estado Limite Último, quanto 
à sua segurança à ruína por flexão. 
Esta verificação é feita a partir da detenninação dos momentos resistentes internos, para 
cada uma das armaduras de protensão. Como no item anterior são calculados os momentos Mk 
correspondentes ao extremo de cada trecho de funcionamento efetivo de cada uma das 
armaduras. Da relação entre os momentos resistentes e os atuantes é obtido o coeficiente de 
segurança, como segue: 
Mri 
'Vf = 
I Mki (5.92) 
O programa fornece como resultado o domínio de defonnações em que se situa a 
deformada e o coeficiente de segurança yf. A aceitação do coeficiente de segurança fica a 
critério do usuário. 
Para deformadas nos donúnios 2 e 3 de deformações o coeficiente de segurança rr deve 
ter, no núnimo, o valor definido pelas normas brasileiras (em geral rr= 1,4). 
Caso a defonnada esteja no domínio 4, configurando a ruptura frágil, é conveniente 
adotar o critério da norma alemã DIN-4227 que define, para estes casos yf = 2, 1. 
6 EXEMPLOS DE APLICAÇÃO 
6.1 Introdução 
São apresentados três exemplos com a finalidade de cobrir o campo de aplicação do 
programa. 
O primeiro exemplo é uma viga retangular, em concreto armado, submetida a uma 
carga wúformemente distribuída. Neste caso é apresentado o cálculo da annadura passiva e o 
seu escalonamento ao longo do vão. 
O segundo exemplo é uma viga de seção I submetida a uma carga wúformemente 
distribuída dividida em duas etapas de cargas permanentes e urna etapa de carga variável. Esta 
viga é calculada com protensão parcial, com o grau de protensão definido pelo programa. É 
apresentado o cálculo das armaduras passiva e ativa, bem como o seu escalonamento no vão. 
O terceiro exemplo contempla a protensão completa, sendo calculada uma viga-calha de 
seção transversal em U, submetida a duas etapas de cargas permanentes e uma etapa de cargas 
variáveis. É apresentado o cálculo da armadura de protensão, o seu escalonamento no vão, a 
verificação das tensões normais e a verificação da segurança a ruína por flexão. 
6.1 Exemplo 1: Viga de Seção Retangular em Concreto Armado (GP =O) 
Trata-se de wna viga de seção retangular (30x70), destinada a suportar uma laje de 
entrepiso, premoldada, com espessura de 16 em, submetida a uma sobrecarga de 4,00 kN/m2• 
A viga tem um vão teórico de 8,00m e o espaçamento entre vigas, que define o vão da 
laje, é de 7,00m. A viga está esquematicamente representada na figura 6.1 adiante. 
Da figura 6.1, resultam os dados referentes à geometria e as cargas. 
-Vão da laje: LL = 7,00 m 
-Peso próprio da laje: gr_ = 2,50. 7,00 = 17,50 kN/m 
-Sobrecarga na laje: ClL = 4,00.7,00 = 28,00 kN/m 
Para os materiais são adotadas as seguintes caracteristicas: 
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Figura 6.1 : Representação esquemática da estrutura 
Os dados são fornecidos ao programa na seguinte ordem: 
-Geometria: coordenadas dos vértices da seção 
- Grau de pretensão: GP 
-Materiais 
Concreto: fck 
Aço: tipo de aço 
Propriedades 
Área = 2100,00 cm2 
L: = 857500,00 cm4 
Ws = 24500,00 cm3 
Wi = 24500,00 cm3 
Ys = - 35,00 em 
Yi = 35,00 em 








Concreto: fck = 2,75 k.N/cm2 
fcc = 1,67 k.N/cm2 
Aço: CA-50A: fyk = 50,00 k.N/cm2 
fyd = 43,48 k.N/cm2 
Cargas: 
g = 0,0525 k.N/cm 
q ' = 0,1750 k.N/cm 
q = 0,2800 k.N/cm 
Esforços Máximos: 
Mg = 4200,00 k.N.cm 
Mg' = 14000,00 kN.cm 
Mq = 22400,00 k.N.cm 
Mgq = 40600,00 k.N.cm 
Cálculo da Annadura 
Mdmax = 56840,00 k.N.cm 
Mlim = 79630,00 k.N.cm 
As = 16,10 cm2 
D = 7,235109 
e, = - 0,0035 
eE = 0,00953 
- Escolha da forma de escalonamento 
As [ 1 ] = 16,60 cm2 (4Q>20 + 2Q>16) 
As [ 2] = 12!60 cm2 (4Q>20) 
As [ 3 ] = 6,30 cm2 (2Q>20) 
- Resultados do Escalonamento 
Para As [ 1 ]: Xeu = 90,25 em Xdu = 612,25 em 
Para As [ 2 ]: Xeu = 47,25 em Xdu = 753,75 em 
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A distribuição de armadura, no vão, é feita de acordo com estes resultados, conforme 
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Figura 6.2: Distribuição da armadura no vão da viga 
6.2 Exemplo 2: Viga de Seção Qualquer com Protensão Parcial (O< GP < 1) 
A viga do exemplo destina-se a suportar uma laje de entrepiso, premoldada, com 
espessura de 24 em, submetida a uma sobrecarga de 5,00 kN/m2. 
A viga tem um vão teórico de 14,25m e a largura de influência da laje, na situação mais 
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Figura 6.3: Representação esquemática da estrutura 
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Da figura 6.3 resultam os dados referentes à geometria e as cargas: 
-Peso próprio da laje: ~ = 53,25 kN/m (laje + capeamento) 
-Sobrecarga na laje: cu. = 53,13 kN/m (sobrecarga) 
Para os materiais foram adotadas as seguintes caracteristicas: 
-Concreto: fck = 50,00 "MPa 
-Aço 
Armaduras Ativas: CP-190RB <f>12, 7 
Armaduras Passivas: CA-50A 
Os dados são fornecidos ao programa na seguinte ordem: 
-Geometria: coordenadas dos vértices da seção 
vão teórico da viga 
- Grau de pro tensão: GP 
- Materiais 
Concreto: fck 
fckj: tensão caracteristica na data de protensão 
feto: tensão admissível à tração na data da pretensão (to = 15 dias) 
Aço nas annaduras ativas: tipo de aço 
Aço nas annaduras passivas: tipo de aço 
- Cargas Permanentes 
Carga da laje e idade do concreto na aplicação (t1 = 90 dias) 
- Cargas Variáveis 
Sobrecarga na laje 
Com estes dados o programa retoma: 
Propriedades 
Área= 5135,00 cm2 
~ = 7097622,57 cm4 
Ws = 128996,68 cm3 
Wi = 109230,7 4 cm3 
Ys = - 55,02 em 
Yi = 64,98 em 
Perirn. = 449,50 em 
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Materiais: 
Concreto: fck = 5,00 kN/cm2 
fclq = 4,00 kN/cm2 
feto = 0,45 kN/cm2 
feeo =- 2,80 kN/cm2 
feto = O kN/cm2 · 
fee.., = - 2,50 kN/cm2 
Aço: CA-50A: fyk = 50,00 kN/cm2 
fyd = 43,48 kN/cm2 
CP-190RB opc = 152,00 kN/cm2 
fpyd = 148,70 kN/cm2 
Cargas: 
g = O, 1284 kN/cm 
g' = 0,5325 kN/cm 
q = O, 5313 kN/cm 
Esforços Máximos: 
Mg = 32591,00 kN.cm 
Mg' = 135163,48 kN.cm 
Mq = 134858,88 kN.cm 
Mgq = 302613,89 kN.cm 
to =15 
ti = 90 
t =co 
- Dimensionamento da Protensão 
Grau de Protensão adotado: GP = 0,554353 
Pornax = 3149,90 kN: 21 eordoalhas Q>12,7 
Pornin = 2588,25 kN : 17 cordoalhas Q>l2, 7 
- Escolha das annaduras de protensão 
Ap [ 1 J = 17,766 cm2 : 18 cordoalhas cj>12,7 
Ap [ 2] = 12,831 cm2 : 13 cordoalhas Q>12,7 
- Escalonamento de protensão 
Para Ap [ 1 ]: Xin = 207,50 em 
Xeu = 588,50 em 
Para Ap [ 2 ]: Xin = 0,00 em 
Xeu = 190,50 em 
Xfin = 1217,50 em 
Xdu = 836,50 em 
Xfin = 1425,50 em 
Xdu = 1234,50 em 
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- Cálculo da annadura passiva 
Mdmax = 423650,50 kN.cm 
Ap = 17,766 cm2 
As = 39,263 cm2 
D = 7,544650 
&c = - 0,0035 
&sx = O, 0089107 
êpd = 0,015430 
- Escolha das annaduras passivas 
As [ 1 J = 40,00 cm2 (8cj>25) 
As [ 2 J = 30,00 cm2 (6cj>25) 
- Escalonamento das annaduras passivas 
Para As [ 1 ]: Xeu = 47,75 em Xdu = 1377,25 em 
Para As [ 2 ]: Xeu = 0,00 em Xdu = 1425,00 em 
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A distribuição das annaduras, no vão é feita de acordo com estes resultados, conforme a 
figura6.4 
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Figura 6.4: Distribuição das armaduras no vão 
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6.3 Exemplo 3: Viga-calha em Concreto Protendido (GP = 1) 
Esta viga de seção transversal em U, destina-se a suportar as cargas provenientes de 
uma cobertura em concreto pretendido com largura de influência de 15,00 m. O peso da 
cobertura é de 1, 70 kN/m2• O vão teórico da viga é de 10,00 m, como mostra a figura 6.5. 
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Figura 6. 5: Representação esquemática da estrutura 
Da figura 6.4 resultam os dados referentes à geometria e às cargas. 
- Carga da cobertura: gc = 1,70.15,50 kN/m 
Para os materiais foram adotadas as seguintes características: 
- Concreto: fck = 35,00 lvfPa 
- Aço de pretensão: CP-190RB <1> 12,7 
Os dados são fornecidos ao programa na seguinte ordem: 
- Geometria: coordenadas dos vértices da seção 
vão teórico da viga 
- Grau de pro tensão: GP 
-Materiais 
Concreto: fck 
fckj: tensão caracteristica na data de pro tensão 
feto: tensão admissível à tração na data da pretensão (to = 15 dias) 
Aço: fptk- tensão de ruptura 
opc - tensão da cobertma 
- Cargas Permanentes 
Peso próprio da cobertma 
Com estes dados o programa retoma: 
Propriedades 
Área = 2500,00 cm2 
~ = 1326955,56 cm4 
Ws = 29796,91 cm3 
Wi = 37414,16 cm3 
Ys = 44,53 em 
Yi = 30,47 em 
Perim. = 336,08 em 
Materiais: 
Concreto: fck = 3 50 kN/cm2 
' fck; = 2, 80 kN/cm2 
feto = 0,30 kN/cm2 
fceo = - 1,96 kN/cm2 
fct.o = O kN/cm2 
fccco = - 1, 75 kN/cm2 
Aço de pretensão: 
fpyd = 148,70 kNicm2 
opc = 152,00 kN/cm2 
Cargas: 
g = 0,0625 kN/cm 





Mg = 7812,50 kN.em 
Mg' = 31875,00 kN.cm 
Mgg' = 39687,50 kN.cm 
- Dimensionamento da Protensão 
Grau de Protensão adotado: GP = 1,00 
Pomax = 1347,47 kN: 9 cordoalhas 4>12, 7 
Pomin = 1168,30 kN : 7 cordoalhas 4>12, 7 
- Escolha das annaduras de protensão 
Ap [ 1] = 7,896 cm2 : 8 cordoalhas 4>12,7 
Ap [ 2 ] = 5,922 cm2 : 6 cordoalhas 4>12, 7 
- Escalonamento da Annadura de protensão 
Para Ap [ 1 ]: Xin = 87,70 crr. 
Xeu -.: 468,70 em 
Para Ap [ 2 ]: Xin = 0,00 em 
Xeu = 190,50 em 
Epa = 0,006626 
- Verificação à Ruptura por Flexão 
Mmax = 39687,50 kN.cm 
D = 9,189000 
&c=- 0,0035 
fi>x = 0,005622 
&pd = 0,012248 
Rpt = 1174,14 kN 
Rcc = 1174,15 kN 
Mrd = 74544,67 kN 
'Yf = 1,878 
Xfin = 912,30 em 
Xdu = 531,30 em 
Xfin = 10,00 em 
Xdu = 809,50 em 
Com estes resultados, a armadura no vão é distribuída conforme a figura 6.6. 
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7 CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA DESENVOLVIMENTO FUTURO 
7.1 Conclusões 
Tendo em vista o exposto nos capítulos 3 a 5 e os exemplos do capítulo 6, conclui-se 
ser o programa adequado ao uso para o dimensionamento à flexão de vigas pré-fabricadas, 
isostáticas, em concreto armado e com protensão parcial ou completa. 
A utilização do Teorema de Green para o cálculo das propriedades geométricas das 
seções transversais e para a integração de tensões sobre elas introduz grandes facilidades para a 
consideração de seções com um contorno qualquer. 
O algoritmo de cálculo das armaduras passivas baseado no método de equilíbrio global, 
com a aplicação do processo iterativo de Newton-Raphson mostra-se bastante eficiente em 
tennos de velocidade e convergência. 
No tratamento do escalonamento das armaduras ativa e passiva tratou-se de não fixar 
critérios rígidos de cálculo. Neste caso são apresentados os critérios das normas, mas, tendo em 
vista os estudos já comentados no capítulo 1, o programa permite a introdução de critérios do 
usuário. 
O escalonamento da annadura ativa é feito com base em uma tensão limite de tração 
para a borda comprimida, pré-tracionada, cujo valor é definido pelo usuário, sendo, portanto, a 
maneira de influir no desenvolvimento da força de protensão ao longo do vão. 
No caso da armadura passiva o programa calcula os pontos teóricos, no vão, em que 
partes da armadura podem ser dispensadas, observando o deslocamento do diagrama da 
resultante de tração. O critério de ancoragem fica a cargo do usuário, para detalhamento final. 
A necessidade de iteração entre o usuário e o programa parece ser a forma adequada de 
conduzir o problema porque permite o acompanhamento dos resultados parciais obtidos, o que 
possibilita a tomada de decisões adequada ao projeto. 
7.2 Sugestões para Desenvolvimento Futuro 
Sendo a protensão uma técnica que admite inúmeras variantes, são também inúmeras 
as possibilidades de desenvolvimento de trabalhos e estudos. 
Limitando as sugestões ao escopo do trabalho podem ser listados alguns pontos cujo 
desenvolvimento e incorporação tomam o programa mais completo. 
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a) Cálculo da Abertura Característica de Fissuras 
A determinação da abertura característica de fissuras é urna verificação, em estado limite 
de utilização, essencial, tendo em vista a limitação estabelecida pela NBR-7197. O cálculo da 
abertura característica de fissuras não está implantado na versão atual do programa por 
necessitar de wna base de dados mais extensa do que a existente. 
b) Cálculo de Deslocamentos 
A obtenção dos deslocamentos iniciais e finais, para a ação das cargas de sef\llço 
pemúte aferir o comportamento das vigas durante a sua vida útil e, por conseqüência, sua 
adequação ao projeto. Em geral, os deslocamentos admissíveis dependem das características da 
obra em que as vigas serão utilizadas e, com base nisso, são definidos os limites. 
c) Cálculo de Vigas com Seção Transversal Composta 
As vigas com seção transversal composta são comuns em pontes nas quais as longarinas 
são pré-fabricadas e a laje do tabuleiro é moldada no local e após a montagem das vigas. A 
ligação entre a laje e as longarinas é garantida por urna armadura de solidarização. 
As facilidades de integração das tensões aliadas à consideração da variação do módulo 
de elasticidade do concreto permitem a determinação do estado de tensões e das deformações 
em vigas deste tipo, com relativa simplicidade. 
A mudança das propriedades geométricas das seções transversais pode ser facilmente 
implantada utilizando-se o Teorema de Green e as variações no estado de tensões podem ser 
obtidas pela homogeneização da seção em relação às propriedades de um dos materiais 
componentes. 
d) Estudo das Condições de Ancoragem da Annadura Protendida 
A NBR-7197 no item (9 .4 ), que trata das zonas especiais de verificação recomenda que 
os comprimentos de ancoragem para fios e barras sejam determinados de acordo com a NBR-
6118 e que, no caso de cordoalhas, sejam determinadas experimentalmente. 
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No caso de fios e barras a recomendação da nonna é, em princípio, incorreta, tendo em 
vista que as caracteristicas superficiais dos fios de protensão não favorecem uma boa 
ancoragem e que a força a ancorar é da ordem de 3 a 4 vezes maior que a força máxima 
aplicada a uma barra de aço para concreto armado de bitola equivalente. 
No caso das cordoalhas a determinação experimental dos comprimentos de ancoragem 
não está, em geral, ao alcance dos profissionais que executam projetos estruturais, de modo que 
a recomendação não tem nenhuma utilidade prática. 
Assim, um estudo dos trabalhos já publicados sobre o assunto, mais profundo do que o 
realizado no presente trabalho, bem como a realização de estudos experimentais visando 
determinar comprimentos de ancoragem adequados às cordoalhas existentes no mercado, é 
altamente recomendável. 
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